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SECHSTE    AUFLAGE 


R   R 

Meinen  umfangreichen  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen, 
der  Technischen,  und  Naturwissenschaften  nach  allen  Richtungen  hin 
weiter  auszubauen,  ist  mein  stetes  durch  das  Vertrauen  und  Wohlwollen 
zahlreicher  hervorragender  Vertreter  obiger  Gebiete  von  Erfolg  begleitetes 
Bemühen,  -wie  mein  Verlagskatalog  zeigt,  und  ich  hoffe,  daß  bei  gleicher 
Unterstützung  seitens  der  Gelehrten  imd  Schulmänner  des  In-  und  Aus- 
landes auch  meine  -weiteren  Unternehmungen  Lehrenden  und  Lernenden 
in  Wissenschaft  und  Schule  jederzeit  förderlich  sein  werden.  Verlags- 
anerbieten gediegener  Arbeiten  auf  einschlägigem  Gebiete  werden  mir 
deshalb,  wenn  auch  schon  gleiche  oder  ähnliche  Werke  über  denselben 
Gegenstand  in  meinem  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkommen  sein. 

Unter  meinen  zahlreichen  Unternehmungen  mache  ich  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Leipzig, 
München  \ind  Wien  herausgegebene  Encyklopädie  der  Mathematischen 
Wissenschaften  aufmerksam,  die  in  7  Bänden  die  Arithmetik  und 
Algebra,  die  Analysis,  die  Geometrie,  die  Mechanik,  die  Physik,  die 
Geodäsie  und  Geophysik  und  die  Astronomie  behandelt  und  in  einem 
Schlußband  historische,  philosophische  und  didaktische  Fragen  besprechen, 
sowie  ein  Generalregister  zu  obigen  Bänden  bringen  wird.  Eine  fran- 
zösische Ausgabe  der  Encyklopädie  hat  zu  erscheinen  begonnen. 

Weitester  Verbreitung  erfreuen  sich  die  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften  meines  A'erlags,  als  da  sind:  Die  Mathe- 
matischen Annalen,  die  Bibliotheca  Mathematica,  das  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik,  die  Jahresberichte  der  Deutschen 
Mathematiker -Vereinigung,  die  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  Organ  für  augewandte  Mathematik,  die  Zeitschrift  für  mathe- 
matischen und  naturwissenschaftliehen  Unterricht,  femer  Natvir 
und  Schule  (Zeitschrift  für  den  gesamten  naturkundlichen  Unterriebt 
aller  Schulen),  die  Geographische  Zeitschrift  u.  a. 

Seit  1868  veröffentliche  ich  in  kurzen  Zwischenräiunen:  „Mit- 
teilungen der  Verlagsbuchhandlung  B.  Q.  Teubner".  Diese  „Mit- 
teilungen", welche  unentgeltlich  in  30  000  Exemplaren  sowohl  im  In-  als 
auch  im  Auslande  von  mir  verbreitet  werden,  sollen  das  Publikum,  welches 
meinem  Verlage  Aufmerksamkeit  schenkt,  von  den  erschienenen,  unter 
der  Presse  befindlichen  und  von  den  vorbereiteten  Unternehmungen  des 
Teubnerschen  Verlags  in  Kenntnis  setzen  und  sind  ebenso  wie  das  bis 
auf  die  Jüngstzeit  fortgeführte  jährlich  zwei-  bis  dreimal  neu  gedruckte 
Verzeichnis  des  Verlags  von  B.  G.  Teubner  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  der  Technischen  und  Naturwissenschaften  nebst 
Grenzgebieten,  100.  Ausgabe  [XLVUI  u.  272  S.  gr.  s],  in  allen  Buch- 
handlungen unentgeltlich  zu  haben,  werden  auf  Wunsch  aber  auch  unter 
Kreuzband  von  mir  unmittelbar  an  die  Besteller  übersandt. 

Leipzig,   Poststraße  3. 

B.  G.  Teubner. 
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Yorrede  zur  ersten  Auflage. 

Bei  der  Ausarbeitung  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  habe  ich  meine  Aufmerksamkeit  vorzüglich  auf  zwei 
Punkte  gerichtet,  die  gerade  für  ein  Schulbuch  —  und  mehr  soll 
das  vorliegende  nicht  sein  —  ihre  Berechtigung  haben  dürften. 

Um  zunächst  die  dem  Kalkül  der  analytischen  Geometrie 
eigentümlichen  Abstraktionen  möglichst  anschaulich  zu  machen, 
ist  die  nahe  Verwandtschaft  der  analytischen  und  der  deskrip- 
tiven Geometrie  so  viel  als  thunlich  hervorgehoben  worden; 
gern  hätte  ich  die  Analogie  zwischen  beiden  noch  weiter  ins 
Detail  verfolgt  und  an  einer  Reihe  von  Aufgaben  den  Paralle- 
lismus des  analytischen  und  deskriptiven  Verfahrens  nachgewiesen, 
wenn  nicht  hierdurch  eine  Weitläufigkeit  der  Exposition  und 
ein  Figurenreichtum  entstanden  wäre,  die  sich  mit  den  engen 
Grenzen  eines  Lehrbuchs  nicht  vertragen.  Ich  musste  mich 
daher  auf  eine  prinzipielle  Erörterung  beschränken  und  habe 
nachher  nur  an  geeigneten  Stellen  jene  Analogie  näher  berührt. 
Im  Zusammenhange  damit  ist  die  Entwickelung  der  Fundamental- 
formeln durchaus  nach  einem  und  demselben  Verfahren,  nämlich 
durch  Anwendung  von  Projektionen  ausgeführt  worden-,  man 
erhält  hierdurch  auch  die  Formeln  zur  Koordinatenverwandlung 
auf  die  kürzeste  Weise  und  fast  ohne  Rechnung. 

Zweitens  habe  ich  in  dem,  was  ich  gebe,  nach  einer  ge- 
wissen Vollständigkeit  gestrebt.  So  sind  die  lehrreichen,  auf 
gerade  Linien  und  Ebenen  bezüglichen  Aufgaben,  welche  die 
deskriptive  Geometrie  sorgfältig  zu  behandeln  pflegt,  mit  mög- 
lichster Ausführlichkeit  und  allgemein  in  Beziehuno^  auf  ein 
schiefwinkliges  Koordinatensystem  bearbeitet,  wobei  sich  hie 
und  da  auch  einige  wissenschaftliche  Ausbeute  fand,  wie  z.  B. 
die  Konstruktion  der  Transversaleu  zu  vier  gegebenen  Geraden. 
—  Für  die  Flächen  zweiten  Grades  habe  ich  zwei  Diskussionen 
gegeben,    die   Cauchysche   und   die   Plückersche,    und   zwar 
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scheint  mir  letztere  die  notwendiofe  wissenschaftliche  Ergänzimcr 
der  ersten  zu  sein.  Wenn  es  nämlich  nur  darauf  ankommt, 
aus  der  allgemeinen  Gleichung  die  individuellen  Flächen  aus- 
zulesen, so  kami  man  sich  die  Sache  durch  Voraussetzung  eines 
rechtwinkligen  Koordinatensystemes  erleichtern  und  dann  führt 
Cauchy  s  Betrachtung  jedenfalls  auf  die  kürzeste  und  eleganteste 
Weise  zum  Ziele;  hieran  schliesst  sich  naturgemäss  die  Be- 
trachtung der  einzelnen  Flächen,  wie  sie  in  den  §§  34 — 38 
mitgeteilt  ist.  Wenn  aber  nachher  die  Gleichung  einer  Fläche 
zweiten  Grades  auf  ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  be- 
zogen vorkommt  und  rasch  entschieden  werden  soll,  welche 
individuelle  Fläche  durch  dieselbe  charakterisiert  wird,  so  wäre 
es  eine  zu  grosse  Umständlichkeit,  die  Gleichung  auf  recht- 
winklige Koordinaten  zu  bringen  und  die  ganze  Cauchysche 
Betrachtung  zu  wiederholen;  hier  ist  es  die  Plückersche  Dis- 
kussion, welche  durch  Entwickelung  leicht  anwendbarer  Krite- 
rien eine  augenblickliche  Entscheidung  herbeiführt.  Bei  dieser 
Stellung  lässt  sich  übrigens  die  Plückersche  Untersuchung 
vereinfachen,  weil  man  die  individuellen  Flächen  zweiten  Grades 
als  schon  bekannt  voraussetzen  darf. 

Das  letzte  Kapitel  —  die  analytische  Projektionslehre  — 
ist  gewissermassen  nur  ein  Anhang  zur  analytischen  Geometrie, 
hoffentlich  aber  denen  nicht  unwillkommen,  welchen  daran  liegt, 
die  Ergebnisse  des  Kalküls  in  möglichst  einfacher  Weise  graphisch 
darstellen  zu  können. 

Dresden,  Michaelis  1855.  ,,    ^^  ,  ...    .,  , 

'  0.  Schlomilch. 


Vorrede  zur  zTveiten  Auflage. 


Die  vorliegende  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von 
der  ersten  nur  durch  eine  Änderung,  welche  den  Gebrauch 
des  schiefwinkligen  Koordinatensystemes  betrifft.  Da  nämlich 
letzteres  meistens  zu  komplizierten  Formeln  fülu-t  und  daher 
selten  benutzt  wird,  so  habe  ich  mich  im  eigentlichen  Texte 
auf  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  besclu-änkt  und  die 
Untersuchungen  über  das  schiefwinklige  System  in  Anhänge 
zu   den    einzelnen  Kapitehi  verwiesen.     Durch   diese  Änderung 
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du  rite  das  Buch  an  praktischer  Brauchbarkeit  wesentlich  ge- 
wonnen haben;  der  Text  enthält  nun  gerade  dasjenige  Material, 
welches  man  auf  polytechnischen  Instituten  im  Laufe  eines 
Semesters  zu  behandeln  pflegt. 

Dresden,  im  September  186)^.  ,.    ,,  ,  ...    .,  , 


Vorrede  ziii-  dritten  und  vierten  Auflafj:e. 


Entsprechend  dem  in  den  früheren  Vorreden  angegebenen 
Zwecke  des  vorliegenden  Werkes  bot  sich  keine  Veranlassung, 
die  gegenwärtige  neue  Auflage  mit  grösseren  Zusätzen  aus- 
zustatten. So  wichtig  und  interessant  auch  die  verschiedenen 
neueren  Koordinatensysteme  in  rein  wissenschaftlicher  Bezieh- 
ung sind,  so  haben  sie  bis  jetzt  in  der  angewandten  Mathe- 
matik doch  nur  sehr  spärliche  Anwendung  gefunden,  und  zur 
Zeit  ist  es  immer  noch  das  System  der  Punktkoordinaten, 
welches  bei  den  Problemen  der  Geodäsie,  Mechanik  u.  s.  w. 
die  Hauptrolle  spielt. 

Dresden,  im  August  1877.  „    „  .,..    .,  , 

'  "  0.  Schlomilch. 


Vorrede  zur  fünften  Auflage. 

Da  die  fünfte  Auflage  des  ersten  Teils  nach  dem  Ableben 
seines  Verfassers  von  Herrn  Prof.  Dr.  Heger  hier  besorgt  und 
mit  mehrfachen  Verbesserungen  ausgestattet  worden  ist,  so  hielt 
ich  es  für  geboten,  dem  genannten  Herrn  alle  diejenigen  Ande- 
rimgen  imd  Zusätze  anheimzugeben,  wodurch  die  Gleichförmig- 
keit beider  Teile  zu  erreichen  war.  Herr  Prof.  Heger  hat  sich 
dieser  Arbeit  mit  dankenswerter  Bereitwilligkeit  unterzogen  und 
namentlich  die  Theorie  der  Ebene  und  die  Diskussion  der  allge- 
meinen Gleichung  zweiten  Grades  durch  wertvolle  Ausführungen 
bereichert. 

Dresden,  im  Mai  1886.  ^    c  , ,..    .,  , 

'  0.  Schlomilch. 
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Vorrede  zur  sechsten  Auflage. 

Auf  Wunsch  des  Herrn  Verfassers  hat  der  Unterzeichnete 
die  gegenwärtige  Auflage  besorgt. 

Auf  S.  15  ist  die  barycentrische  Bestimmung  der  Koor- 
dinaten der  Punkte  einer  Strecke  eingeführt  und  dann  an 
mehreren  Stellen  verwendet  worden,  insbesondere  bei  der  Um- 
arbeitung des  §  41.  Die  Ableitung  der  Formel  5 )  auf  Seite  20 
Avurde  wesentlich  vereinfacht.  Die  Bemerkungen  über  den  un- 
endlich fernen  Schnittpunkt  von  zwei  Geraden,  S.  32,  erhielten 
eine  andere  Fassung,  ebenso  die  über  drei  Ebenen,  die  nicht 
einen  Punkt  im  Endlichen  gemein  haben,  S.  98.  Die  Ableitung 
des  Abstands  eines  Punkts  von  einer  Ebene  in  schiefwinkligen 
Koordinaten,  sowie  die  Formebi  für  zwei  zu  einander  senkrechte 
Ebenen  und  für  den  Winkel  zweier  Ebenen,  S.  112,  115  und  119, 
wurden  abgekürzt.  Die  Bezeichnung  „elliptischer  Kegel"  wurde 
überall  durch  „Kegel  zweiten  Grades"  ersetzt;  freilich  musste 
diese  Bezeichnung  mit  der  Vorausnahme  eines  Satzes  erkauft 
werden,  der  zunächst  (S.  155)  nur  historisch  mitgeteilt  werden 
konnte.  Die  §§  30 — 33  sowie  39  sind  umgearbeitet  worden-, 
dies  hing  unzertrennlich  mit  der  Forderung  zusammen,  die 
Erörterung  des  Paraboloid-Falles  (sog.  zweiter  Hauptfall,  z/  =  0) 
vollständig  durchzuführen;  in  wie  weit  die  Absicht  erreicht 
worden  ist,  diese  Änderungen  sowie  die  Ableitung  der  Unter- 
scheidungszeichen durch  Hervorhebimg  der  Ebenen  T^,  To,  Tg,  T^ 
durchsichtig  und  möglichst  frei  von  abstrakten  algebraischen 
Entwicklungen  zu  halten,  muss  dem  wohlwollenden  Urteile  des 
Lesers  überlassen  bleiben.  Zum  Schlüsse  danke  ich  auch  au 
dieser  Stelle  Herrn  P.  Winnertz  in  Crefeld  verbindlichst  für 
mehrere  wertvolle,  für  diese  Auflage  mir  zu  teil  gewordene  An- 
regungen und  Beiträge. 

Dresden,  im  März  1898.  ..    „ 

'  R.  Heger. 
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Erstes  Kapitel. 
Die  Punkte  im  Räume. 

§  i. 

Das  PaTallelkoordinateiisystem. 

So  Avie  man  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  die 
Laire  eines  Punktes  dadurch  bestimmen  kann,  dass  man  ihn 
auf  ein  System  ebener  Parallelkoordinaten  bezieht,  so  benutzt 
man  zur  Fixierung  eines  im  Räume  befindlichen  Punktes  ein 
analoges  System  räumlicher  Parallelkoordinaten,  welches  auf 
folgende  Weise  zu  stände  kommt. 

Wir  denken  uns  drei  in  einem  Punkte  0  sich  schneidende 
Ebenen  ihrer  Latjo  nach  als  fest  bestimmt:  der  Durchschnitt 
der  ersten  und  zweiten  Ebene  heisse  OX,  der  Durchschnitt  der 
ersten  und  dritten  0  Y,  der  Durchschnitt  der  zweiten  und 
dritten  OZ.  Die  erste  Ebene,  welche  die  Geraden  OX.  und 
0  F  enthält,  nennen  wir  die  Koordinatenebene  oder  Pro- 
jektionsebene xy\  in  gleicher  Weise  bezeiclinen  wir  die 
beiden  anderen  Ebenen  XOZ  und  YOZ  als  die  Koordinaten- 
odei-  Projektionsebenen  xs  und  ys.  Die  Geraden  OX,  OY,  OZ 
heissen  die  Koordinatenachsen  und  zwar  OX  die  Achse 
der  X,  Oy  die  der  //  und  OZ  die  der  2]  der  Punkt  0,  in 
welchem  die  Koordinatenachsen  zusammentreffen,  wird  der 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  genannt;  die  Winkel  X  0  Y, 
XOZ,  YOZ  endlich,  welche  die  Koordinatenachsen  mitein- 
aijder  bilden,  mögen  den  Namen  der  Koordinatenwinkel 
führen  und  der  Reihe  nach  mit  L(xy),  L{^^),  L{y^)  bezeichnet 
werden. 

Betrachten  wir  nun  einen  Punkt  P  innerhalb  des  von 
den  Koordinatenebenen    eingeschlossenen    Raumes,    so   können 

Fort  u.  Schlömilch.    aual.  Geom.  II.  1 
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Fig.  1. 


Avir  seine  Lage  dadurch  bestimmen,  dass  wir  durch  P  di-ei 
den  Koordinatenebenen  parallele  Ebenen  legen  und  die  Ab- 
schnitte angeben,  welche  diese  neuen  Ebenen  auf  den  Koordi- 
natenachsen bilden.     Die  vorhandenen  sechs  Ebenen  schliessen 

nämlich  ein  Parallelepiped  ein, 
dessen  Kanten  den  Koordinaten- 
achsen parallel  laufen:  die 
Punkte  0  und  P  sind  zwei 
gegenüberliegende  Ecken  des- 
selben: von  den  übrigen  sechs 
Ecken  mögen  L,  31,  N  die- 
jenigen sein,  welche  der  Reihe 
nach  in  den  Achsen  der  x,  der  i/ 
und  der  ^  liegen,  endlich  P',  P",  P'"  diejenigen,  welche  der 
Reihe  nach  in  die  Ebenen  .nj,  xz  und  ys  fallen.  Das  fragliche 
Parallelepiped  ist  nun  bestimmt  und  damit  zugleich  die  Lage 
des  Punktes  P  gegeben,  sobald  mau  die  drei  Kanten  des 
Körpers  kennt:  sie  werden  bezeichnet  durch 

OL  =  MP'  =  NP"  =  PP'  =  X, 
OM^NP'"  =LP'  =PP"=ij, 
ON  =  LP"  =  MP"'=  PP'  =  z  , 

und  lieissen  die  schiefwinkligen  Parallelkoordinaten 
(oft  auch  schlechtweg  die  Koordinaten)  des  Punktes  P.  Die 
in  den  Koordinatenebenen  liegenden  Eckpunkte  P',  P",  P'" 
nennt  man  die  schiefwinkligen  Projektionen  des  Punktes 
P;  ihre  Lagen  sind  durch  x,  y,  z  gleichzeitig  bestimmt,  denn 
es  lassen  sich  OL  =  x  und  031  ^=^  y  als  die  ebenen  Parallel- 
koordiuaten  der  Projektion  P'  auf  die  Ebene  xy  betrachten, 
in  gleicher  Weise  x  und  z  als  Koordinaten  der  Projektion  P" 
auf  die  Ebene  xz,  sowie  y  und  z  als  Koordinaten  der  Pro- 
jektion P'"  auf  die  Ebene  yz. 

Um  allgemeiner  die  Lage  eines  beliebigen  nicht  gerade 
innerhalb  des  Körperwinkels  OXYZ  befindlicheu  Pimktes  zu 
bestimmen,  denken  wir  uns  die  bisherigen  Koordinatenebeneii 
allseitig  ins  Unendliche  erweitert,  so  dass  auch  die  bisher  nur 
nach  einer  Seite  hin  ins  L^nendliche  fortgehenden  Koordinaten- 
achsen  jetzt   nach   beiden   Seiten   hin   unendlich   werden.     Die 
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»Tweiterteii   KoorJijiateiiebeiieii    teilen  den    ganzen    um-nillichen 

Raum  in  acht  Teile,  die  sich  als  körperliche  Winkel  bezeichnen 

lassen;  wenn  die  Kückverlängerungen  von    OX,   OY,   OZ  der 

Reihe  nach  ^>A', ,  0  l\j  OZ^  genannt  werden,  so  hat  man  nämlich 

die  acht  Winkelräume 

OXYZ, 

OX^YZ,  ()XY,Z,  OXYZ,, 

0 X  Y, Z,  ,         OX,  YZ, ,  OX,  YyZ, 

oX,Y,Z,. 

Behndet    sich    nun   der 


Z^^ 


Fig. 

Punkt  F,  in  dem  Räume 
OX,  YZ,  so  besitzt  das  seine 
Lage  bestimmende  Parallel- 
epiped  die  Kanten  OL,,  031, 
ON,  von  denen  die  erste  der 
frühereu  Kante  OL  ent- 
gegengesetzt liegt  und  des- 
halb mit  dem  entgegenge- 
setzten Vorzeichen  versehen 
Averden  muss;  vorausgesetzt, 
dass  die  von  0  nach  X  hin  gezählten  x  als  positiv  be- 
trachtet werden,  ist  im  vorliegenden  Falle  x  negativ  zu  nehmen. 
Auf  gleiche  Weise  ent-  rig.  3. 

scheidet  sich  bei  jeder 
anderen  Lage  die  Wahl 
desVorzeichens.  Wenn 
überhaupt  die  posi- 
tiven X,  y,  s  im  Sinne 
von  OX,  OY,  OZ 
genommen  und  die 
absoluten  Werte  dei- 
Koordinaten  immer  mit  j„,  [/q,  z^,  bezeichnet  werden,  so  sind 
die  Koordinaten  eines  Punktes 


im  Räume   OX  YZ  :  x'  =  -|- 

OX,YZ  :x=  — 

OXY,Z  :;/  =J- 

OXYZ,  ::r  =  + 


y  =  -\-y>i,  ■^  =  +  -0: 

y  =  +  //o  ^  ^  =  +  ^0 ; 

y  =  ^yo,  ^  =  +  -^0- 

y  =  +  yo,  "  =  — -ä'o; 
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„         OX^Y^Z:x=—  X^,     y=.  —  y^^     5.  =  4_^^; 

77  77  ^  "^1  -^1  -^1  •  *■   =  ^0  7         ?/   =^  Vq'         ^   ^  '^0  • 

Liegt  ein  Punkt  in  einer  der  Koordinatenebenen,  so  ist 
eine  seiner  Koordinaten  der  Null  gleich;  gehört  er  zwei 
Koordinateuebenen  zugleich  an,  d.  h.  liegt  er  auf  einer  der 
Koordinatenachsen,  so  verschwinden  zwei  seiner  Koordinaten: 
für  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  der  allen  Koordinaten- 
ebenen zugleich  angehört,  gelten  die  Koordinaten  .r  =  0,  ?/  =  0 
und  .?  =  0. 

§  -^• 

Das  rechtwinklige  Koordiiiateusystem  und  seine  graphische 

Darstellung. 

Wenn  nicht  besondere  Umstände  die  Wahl  eines  schief- 
wijikligen  Koordinatensystems  erfordern,  nimmt  man  in  der 
Regel  die  Koordinatenebenen  senkrecht  zueinander,  wodurch 
auch  die  zwischen  den  Koordinatenachsen  enthaltenen  Winkel 
L{ocy),  Lipc^),  L(yz)  zu  rechten  Winkeln  werden-,  das  so  ent- 
stehende spezielle  System|vonT  Parallelkoordinaten  heisst  das 
rechtwinklige  Koordinatensystem  und  bedarf  wegen  seines 
überaus  häufigen  Gebrauches  einer  genaueren  Betrachtung. 

AVas    zunächst    die    Koordinaten 
^   ^'«-  '•  x  =  PP",  y  =  PP"  und  z  =  PP' 

j\r  pi  anbetrifft,   so   stehen  diese  senkrecht 

,  p  :  auf    den     zugehörigen    Koordinateu- 

/:\  ebenen,   d.  h.   die   rechtwinkligen 

/     i   \  :  Koordinaten  eines  Punktes  sind 

\      \  L       ^   seine      Entfernuno-en      von      den 


Q 


^..         w  Koordinatenebenen,   mid  zwar  ist 

X  die  Entfernung  des  Punktes  von 
der  Ebene  yz,  dem  analog  y  seine  Entfernung  von  der  Ebene 
zx,  endlich  z  seine  Entfernung  von  der  Ebene  xy. 

Die  Projektionen  P' ,  P",  P'"  des  Punktes  P  werden 
jetzt  zu  dessen  orthogonalen  (oder  normalen)  Projektionen, 
denen  wir  in  Übereinstimmung  mit  der  deskriptiven  Geometrie 


pZ.- 

.^ 

P' 

jfj 

0 

L 

M 

P' 

V 
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besondere  Namen  beilegen  wollen;  es  heisse  niiinlicli  P'  die 
Korizontalprojektion,  F"  die  Vertikalprojektion  und 
P'"  die  seitliche  (vertikale)  Projektion  des  Punktes  F.  Diese 
Beziehungen  sind  leicht  in  einer  Ebene  darzustellen,  wenn 
man  die  Ebene  Xj/  so  weit  um  die  ^c-Achse  und  die  Ebene  y/^ 
80  weit  um  die  5^-Achse  gedreht  denkt,  bis  beide  Ebenen 
mit  der  Ebene  xz  zusammenfallen.  Nehmen  wir  letztere  zur 
Ebene  der  Zeichnung,  so  repräsentieren  die  drei  nebeneinander 
liegenden  Winkelrilume  X  0  Y, 
XOZ  und  Y,OZ  die  drei  Koordi-  ^"^'  ''' 

nateu-  oder  Projektionsebenen,  wo- 
bei die  ^- Achse  in  zwei  verschie- 
denen Lagen  0  Y  und  0  Y^  er- 
scheint. Die  früheren  rechtwinklig 
zu  einander  und  senkrecht  auf  der 

y 

X-Achse  stehenden  Geraden  ZP' 
und  LP"  vereinigen  sich  zu  einer 
einzigen  Geraden  F'  F" ,  welche  die 
.r- Achse  senkrecht  in  L  schneidet; 
zugleich  hat  man  die  drei  rechtwinkligen  Koordinaten  des 
Punktes  vor  sich,  nämlich  OLj=  x,  LP' =  y  und  LF"  =  z. 
Die  dritte  Projektion  F"  lässt  sich  übrigens  leicht  aus  F' 
und  F"  ableiten,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  F'"  die  Ecke 
eines  aus  den  Seiten  OM^=OM=LF' =  y  und  ON=Lr"^i 
konstruierten  Rechtecks  ist;  eben  deswegen  pflegt  man  bei  der 
graphischen  Darstellung  der^Koordinaten  und  Projektionen  eines 
Punktesystemes  die  dritte  Projektion  wegzulassen.  Zu  bemerken 
ist  endlich  noch,  dass  man  sich  die  beiden  übrig  bleibenden 
Ebenen  xy  und  xz  (die  horizontale  und  vertikale  Projektions- 
ebene) vollständig,  d.  h.  in  ilu-er  ganzen  unendlichen  Aus- 
dehnung zu  denken  hat,  dass  mithin  die  Ebene  der  Zeichnung 
als  eine  aus  der  Aufeinanderlagerung  zweier  Ebenen  entstandene 
Doppelebene  zu  betrachten  ist.  Demgemäss  bedeutet  der  unter- 
halb der  .T- Achse  liegende  Teil  der  Zeichnung  ebensowohl  die 
Vorderseite  der  Horizontale])ene,  als  die  untere  Hälfte  der 
Vertikalebene,  und  in  ähnlicher  Weise  enthält  der  oberhalb 
der  ic- Achse. liegende  Teil  der  Zeichnung  ebensowohl  die  hintere 
Seite  der  Horizontalebene,  als  die  obere  Hälfte   der  Vertikal- 
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ebene;  dennoch  kann  über  die  Bedeutung  eines  Punktes  kein 
Zweifel  entstehen,  wenn  die  in  der  Horizontalebene  liegenden 
Punkte  jederzeit  mit  einem,  und  die  der  Vertikalebene  an- 
gehörigen  Punkte  immer  mit  zwei  Accenten  bezeichnet  werden. 
Man  wird  bemerken,  dass  diese  graphische  Darstellung 
der  Koordinaten  und  Projektionen  eines  Punktes  mit  der  in 
der  deskriptiven  Geometrie  üblichen  Auffassung  zusammen- 
stimmt. In  der  That  sind  auch  beide  Darstellungen  nicht 
wesentlich  verschieden,  und  wenn  man  in  einer  deskriptiv- 
geometrischen Zeichnung  die  sogenannte  Grundlinie  ( den  Grund- 
schnitt) als  r/;- Achse  nimmt,  auf  ihr  einen  festen  Punkt  0 
wählt  und  die  in  einer  Vertikalen  liegenden  Projektionen  P' 
und  F"  eines  Punktes  durch  eine  Gerade  verbindet,  welche 
die  a;- Achse  in  L  senkrecht  schneidet,  so  sind  0L=  x,  LP'  =  y 
und  LP"  =  2  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Punktes  P 
im  Räume. 

§  '-i- 
Das  cylindrische  und  das  sphärische  Koordiuatensystem. 

I.  Man  kann  sich  die  Lage  des  Punktes  P,  dessen  recht- 
winklige Koordinaten  wiederum  x,  y,  z  heisseu  mögen,  dadurch 
fixiert  denken,  dass  man  zuerst  den  Punkt  P'"  bestimmt  und 
in  diesem  die  Gerade  P'"  P  =  x  senkrecht  auf  der  Ebene  yz 
errichtet.    Verwendet  man  zur  Bestimmung  von  P'"  die  ebenen 

rechtwinkligen  Koordinaten   03I  =  y 
yr  ^^^  *"  und   MP"  =  z,   so  kommt  man  auf 

das  System  der  rechtwinkligen  Koordi- 
naten zurück,  benutzt  man  dagegen 
zur  Bestimmung  des  Punktes  P"' 
Polarkoordinaten  in  der  Ebene  yz, 
— ^  so  entsteht  ein  neues,  aus  recht- 
winkligen und  polaren  Koordinaten 
gemischtes  System.  Für  letzteren 
Zweck  denke  man  sich  die  Gerade  OP'"  gezogen,  die  Länge 
OP"'  =  p  und  i  YOP"'=  CO  gesetzt:  die  drei  Grössen  aj,;),.r 
bestimmen  dann  die  Lage  des  Punktes  P  imd  heissen  die 
Cylinderkoordinaten  desselben.  Der  Grund  dieser  Be- 
zeichnung liegt  darin,  dass  die  Gerade  P" P  den  Mantel  eines 
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(Jyliuder.s  beschreibt,  .sobald  jnaii  p  nicht  venlndert,  da 
gegen  co  alle  Werte  von  0"  bis  3G0''  durchlaufen  lässt.  Wie 
bei  ebenen  P(ilarkoordinaten  nimmt  man  p  gewöhnlich  nur 
positiv  und  zählt  o  von  0"  bis  ;)60",  was  ausreicht,  um  den 
Punkt  P "  in  allen  vier  Quadranten  der  Ebene  yz  herum- 
zuführen; X  kann  wie  früher  positiv  oder  negativ  sein.  Der  Zu- 
sammenhang zwi.schen  den  rechtwinkligen  und  den  cylindrischen 
Koordinaten  des  Punktes  P  spi;icht  sich  in  folgendeii  unmittelbar 
ersichtlichen  Formeln  aus: 

1 )  .r  =  ,r,     y  =  p  cos  to,     s  =  p  sin  oj 

und  umgekehrt 
L>)  x^x,    p  =  Yy'  H-  z-,     tan  «  =  -J  • 

Bei  der  letzten  Formel  ist  w  so  zu  wählen,  dass  y  und  z, 
nach  den  Formeln  1)  berechnet,  diejenigen  Vorzeichen  er- 
halten, welche  sie  thatsächlich  besitzen.  Sind  z.  B.  gegeben 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  x==-j-a,  y  =  —  h,  z=  —  c, 
wo  «,  ft,  c  die  absoluten  Werte  der  Koordinaten  bedeuten, 
und  wird  p  positiv  genommen,  so  müssen  y  und  z,  also  auch 
coso  und  sin«  gleichzeitig  negativ  ausfallen;  die  Cylinder- 
koordinaten  des  Punktes  sind  hiernach  -\- n,  Yh- -\- c'  und 
derjenige     im    dritten    Quadranten    liegende    Winkel,     dessen 

Tangente   =  ,-   ist. 

Selbstverständlich  kann  man  statt  P'"  ebensowohl  P" 
als  P'  durch  Polarkoordinaten  ausdrücken  und  die  jedesmal 
übrisre  recht winklio-e  Koordinate  un<?estört  lassen,  was  zu  ana- 
logen  Systemen  von  Cylinderkoordinaten  führt.  Denkt  man 
sich  z.  B.  OP'  gezogen  und  setzt  OP' =  q,  L  ^OP'  =  t, 
so  hat  man  die  Cylinderkoordinaten  t^,  q,  s   und  es  ist 

X  ^=  q  cos  i^',     y  ="  q  sin  if,     z  =  z, 
und  umgekehrt 

q  =  ]/.r2  _f-  7/2,     tan  t  =  -^  ,     z  =  z. 

IL  Aus  dem  vorigen  Systeme  der  a,  p,  x  lässt  sich  ein 
ferneres  Koordinatensystem  ableiten,  wenn  man  bemerkt,  dass 
der  Punkt  P  nunmehr  als  zur  Ebene  OLPP"'  gehörig  an- 
gesehen, mithin  auch  durch  Polarkoordinaten  in  dieser  Ebene 
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ausgedrückt  werden  kann.  Betrachtet  mau  nämlich  lo  als  deu 
Neigungswinkel  der  Ebene  OL  PF"  gegen  die  Ebene  xy,  so 
wird  durch  co  zunächst  die  Lage  der  Ebene  OLPP'"  fixiert 
und   in   letzterer  mögen   dann   die  Polarkoordinateu    OP  =  r, 

IXO P=  w  zur  völligen  Bestimmung 

Fig.  7.  . 

2  des  Punktes  P  dienen.    Nicht  selten 

Ä ..P"  nennt  man  r  den  räumlichen  Radius- 

/.  P  i  Vektor  des  Punktes  P  und  die  drei 

/  ;  \  Grössen    a,  (p,  r    räumliche    Polar- 

• .  i  koordinaten  oder  sphärische  Koor- 

— \ — -LL ^     dinaten;   letztere  Bezeichnung  hat 

p'  darin    ihren    Grund,    dass    sich    der 

Punkt  P  auf  einer  mit  dem  Radius  r 
beschriebenen  Kugelfläche  bewegt,  sobald  /•  konstant  bleibt, 
während  sich  a  und  rp  ändern.  Gewöhnlich  nimmt  man  r 
positiv  und  zählt  co  wie  früher  von  0^  bis  oßO^,  so  dass  die 
Ebene  OLPP"  eine  vollständige  Drehung  um  die  a;- Achse 
ausführt;  für  den '^ Winkel  (p  ist  dann  der  Spielraum  von  0^ 
bis  180"  ausreichend,  um  den  Punkt  P  alle  Stellen  des  ganzen 
unendlichen  Raumes  betreten  zu  lassen.  Der  Zusammenhang 
zwischen  den  rechtwinkligen  und  den  sphärischen  Koordinaten 
des  Punktes  P  ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  OL 
senkrecht  auf  der  Ebene  P'LP'P,  mithin  auch  senkrecht 
auf  der  in  genannter  Ebene  liegenden  Geraden  LP,  dass  also 
das  Dreieck  OLP  rechtwinklig  bei  L  ist;  man  hat  demgemäss 

X  =  r  cos  qp,     p  =  OP'"  =  LP  =  r  sin  cp 
und  durch  Substitution  dieser  Werte  in  Nr.  1 ) 
?))       X  =  r  cos  (p,     y  =  )'  sin  cp  cos  w,     z  =  r  sin  qp  sin  w, 
sowie  umgekehrt 

4)    /•  =  Vx^ 4-V  +  2^j     cos  ff)  =  '  =  — ^'        --r- ,    tau  CO  ==  '  • 

Bei  den  letzten  Formeln  hat  man  (p  und  co  so  zu  wählen, 
dass  Xy  y,  z,  nach  den  Formeln  3)  berechnet,  diejenigen  Vor- 
zeichen erhalten,  welche  ihnen  thatsächlich  zukommen.  Sind 
z.  B.  gegeben  a:  =  -f-  <7,  //  =  —  ?',  z  =  —  r,  wo  a,  h,  c  die 
absoluten  Werte  der  Koordinaten  bedeuten,  nnd  wird  r  positiv 
genommen,  so  ist  cos  qp  positiv,  mithin  (p  zwischen  0"  und  O'»** 
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spliärischo  Koordinatensystem. 


enthalten;  da  jetzt  /•  sin  qp  positiv  ausfüllt,  y  und  z  aber  negativ 
sind,  so  muss  lo  so  <;e\vählt  werden,  dass  cos  w  und  sin  w  zu- 
gleich  negativ  sind;  demgemäss  hat  man  für  w  denjenigen 
Winkel  zwischen   l!-!0"  und  270"  zu  nehmen,   dessen  Tangente 

=  *.     ist.      Dasselbe    Resultat    findet    sich    leicht    geometrisch, 

wenn  man  beachtet,  iji  welchem  Oktanten  des  Raumes  der 
durch  X  ==  a,  y  =  —  h  und  z  =  —  c  bestimmte  Punkt  liegt. 
Noch  wollen  wir  bemerken,  dass  das  besprochene  Koor- 
dinatensystem in  nahem  Zusammenhange  mit  der  geogra- 
phischen Ortsbestimmung  steht.  Denken  wir  uns  zunächst 
nur  r  gegeben,  so  ist  die  Lage  des  Punktes  P  noch  nicht 
vollkommen  bestimmt,  vielmehr  kann  er  beliebig  auf  einer 
mit  dem  Halbmesser  r  um  den  Mittelpunkt  0  beschriebenen 
Kugel  liegen;  es  bedarf  daher  noch  einer  näheren  Angabe 
seiner  Lage  auf  dieser  Fläche. 
Stellen  wir  uns  letztere  auf 
die  Weise  entstanden  vor, 
dass'sich  ein  in  der  a;y -Ebene 
aus  dem  Mittelpunkte  0  mit 
dem  Halbmesser  r  beschrie- 
bener Halbkreis  um  die  x- 
Achse  gedreht  hat,  so  ist  die 
Ebene  der  xy  die  erste  Me- 
ridianebene der  Kugel  und 
die  Ebene  LOP  irgend  eine 
spätere  Meridianebene,  deren 
Lage  gegen  die  erste  durch 
den  Neigungswinkel  co  bestimmt  wird;  letzterer  ist  daher 
nichts  anderes  als  die  geographische  Länge  des  Punktes  P. 
Bei  jener  Drehung  beschreibt  ferner  die  y- Achse  den  auf  der 
Drehungsachse  senkrechten  grössten  Kreis,  d.  h.  den  Äquator, 
mithin  ist  L  POQ  die  geographische  Breite  des  Punktes  P 
und  folglich  q)  das  Komplement  der  Breite  oder  die  Pol- 
distanz. 

Analoge  sphärische  Systeme  entstehen,  wenn  man  nicht 
von  der  Ebene  OLPP'",  sondern  von  einer  der  Ebenen 
03IPP"   oder    ONPP'   ausgeht.     Um   noch  das    letztere  zu 
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erwälinen,  sei  wie   früher  iX0P==4j,  ferner  iPOP'  =  t 
und    OP^^r.,   es  wird  dann 

X  =  r  cos  T  cos  ^,     y  =  r  cos  t  sin  z^ ,     -?  =  r  sin  t 
und  umgekehrt 
r  =  y^^  +  2/^  +  ^^7     t^an  z^  =  7 ,     sin  t 


'■         Va;«  +  3/*  +  2* 
Der   Äquator   liegt   hier    in    der   Ebene   xij,    ferner    ist   ^   die 
geographische  Länge,   r  die  geographische  Breite. 


§  4. 

Grösse  und  Lage  des  Radiusvektor. 

Wenn  die  drei  Koordinaten  eines  Punktes  P  gegeben 
sind,  so  ist  dadurch  auch  seine  Entfernung  A^om  Koordinaten- 
anfange  0,  d.  h.  sein  Radiusvektor,  der  Grösse  und  Richtung 
nach  bestimmt;  man  kann  daher  die  Aufgabe  stellen:  aus 
den  Koordinaten  x,  y,  z  die  Länge  OP  =  r  und  die  Winkel 
XOP  =  (p,  YOP  =  t,  ZOP=%  (die  sogen.  Richtungs- 
winkel des  Radiusvektor)  zu  berechnen.    Bei  der  Lösung  dieser 

Aufgabe    beschränken    wir    mis    auf 

^^^  '■'  das  rechtwinklige  Koordinatensvstem. 

Z  o  » 

N £•'  (Fig.  9.) 


pK' 


Q 


..-..,--p  \  Aus    den    Dreiecken    OLP   und 

/i\    1  LP'P,    deren    gleichnamige    AVinkel 

j  \  i  Rechte  sind,  folgt  wie  früher 

A—iL—2^  1)            r  =  yx^-\-y'-^z- 


Y^M      P'  und  .-r^^rcosg);   dazu   gesellen  sich 

noch  zwei  ähnliche  Gleichungen  zu- 
folge der  Bemerkung,  dass  durch  das  Ziehen  von  MP  und 
^P  zwei  Dreiecke  OMP  und  ONP  entstehen  würden,  deren 
gleichnamige  Winkel  rechte  sind.     Man  hat   daher  zusammen 

2)  X  =  r  cos  (p,     y  =  r  cos  i^ ,     z  =  r  cos  x , 

d.  h.  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes 
können  auch  als  die  Projektionen  des  Radiusvektor 
auf  die  Koordinatenachsen  betrachtet  werden.  Endlieh 
folgen  aus  Nr.  1)  und  2)  die  Formeln 


§  4.     Grösse  uml  Iia<,'e  de«  lliuliusvektor.  H 


cosg) 

= 

X 

r 

= 

7. 

X 

*  +  2/* 

+ 

z*  ' 

cos  V 

= 

r 

= 

y 

y. 

*+2/* 

+ 

^' 

cos;U 

= 

z 
r 

= 

V^ 

z 

%~ 

.^"' 

•■5) 


welche  in  Verbindung  mit  Nr.  1)  die  Lösung  der  gestellten 
Aufgabe  enthalten.  Nimmt  man  hierbei,  wie  es  am  natür- 
lichsten ist,  ;•  im  absoluten  Sinne,  so  hängen  die  Vorzeichen 
der  Cosinus  nur  von  den  Vorzeichen  [der  Zähler  x,  y,  z  ab, 
und  hiernach  bestimmt  sich  von  selbst,  ob  der  eine  oder  andere 
von  den  Winkeln  qp,  i^,  i  spitz  oder  stumpf  ist.  Dass  keiner 
derselben  grösser  als  180*^  genommen  zu  Averden  braucht,  er- 
giebt  sich  aus  den  Formeln  unmittelbar  mid  auch,  damit  über- 
einstimmend, aus  einer  leichten  geometrischen  Betrachtung. 

Substituiert  man  die  unter  Nr.  2  angegebenei;  Werte  von 
.'/•,  ?/,  z  in  die  Gleichung  1),  so  gelangt  man  zu  der  Relation 
4 )      .  cos^  ^)  -\-  cos-  ^  -j-  cos-  ;t  =  1 , 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Winkel  9,  ^,  x  nicht  unabhängig 
voneinander  sind,  dass  vielmehr  aus  zweien  unter  ihnen  der 
dritte  gefunden  werden  kami.  So  ergiebt  sich  z.  B.,  wenn  (p 
und  t^  gegeben  sind, 

cos  y^  =  ]/l  —  cos-  95  —  cos^  i? 
oder 


cos  1  =  y —  cos(qp  —  -j^)  cos(qp  -j-  t^). 
Hiernach  ist  cos;k,  mithin  auch  %  unmöglich,  wenn  sowohl 
(p  —  ^  als  9  -f-  J^'  weniger  als  90°  beträgt;  für  qp  -|-  t/;  =  90° 
wird  cos;g  =  0,  mithin  x  eindeutig  =90°;  liegt  endlich  cp  —  ^ 
im  ersten,  dagegen  q)  -\-  4'  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten, 
so  wird  X  reell  und  zweideutig,  weil  die  vorkommende  Quadrat- 
wurzel ebensowohl  positiv  als  negativ  genommen  werden  kann. 
Diese  Ergebnisse  lassen  sich  durch  folgende  rein  geometrische 
Betrachtung  bestätigen.  Wäre  nur  der  Winkel  9?  gegeben, 
so  würde  die  Richtung  des  Radiusvektor  nicht  hinreichend 
bestimmt  sein,  vielmehr  köimte  derselbe  beliebig  auf  einer 
geraden  Kegelfläche  gezogen  werden,  die  den  Koordinaten- 
anfang zur  Spitze,  die  .^'-Achse  zur  Achse  und  den  gegebenen 
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Winkel  (p  als  Winkel  zwischen  Achse  und  Seite  hat:  in  gleicher 
AVeise  kann,  falls  nur  t/.-  gegeben  ist,  der  Radiusvektor  Avill- 
kürlich  auf  einer  Kegelfläche  genommen  werden,  deren  Spitze 
der  Koordinatenanfang,  deren  Achse  die  ?/-Achse,  und  bei 
welcher  der  Winkel  zwischen  Achse  und  Seite  =  t  ist.  Soll 
nun  der  Radiusvektor  mit  der  iC-Achse  den  Winkel  qt  und 
gleichzeitig  mit  der  //-Achse  den  Winkel  i.'  einschliessen,  so 
muss  er  auf  beiden  Kegelflächen  zugleich  liegen;  jedoch  sind 
hier  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  Ist  nämlich  93  +  ^  <  90°, 
so  haben  die  genannten  Kegelflächen  keine  Mantellinie  mit 
einander  gemein,  und  dann  ist  die  xiufgabe  unmöglich:  im  Falle 
(p  -\-  tp  =  90^^  berühren  sich  die  beiden  Kegelflächeu  längs 
einer  in  der  .r?/-Ebene  liegenden  Geraden,  und  dann  ist 
^  =  90^;  wenn  endlich  (p  —  ^  im  ersten,  dagegen  (f  -\-  i)  im 
zweiten  oder  dritten  Quadranten  liegt,  so  schneiden  sich  beide 
Kegelflächen  in  zwei  Geraden  und  dann  erhält  %  zwei  reelle 
voneinander  verschiedene  Werte. 

Schliesslich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  der  Vergleich 
der  Formeln  2)  mit  den  Formehi  3)  des  vorigen  Paragraphen 
zu  den  beiden  Beziehungen 

cos  1^  =  sin  (p  cos  co ,     cos  %  ^  sin  cp  sin  a 
führt,    welche   auch   aus   bekannten   Formeln    der    sphärischen 
Trigonometrie  herg^eleitet  werden  können. 

§  5. 
Zwei  Punkte  im  Räume. 

Wenn  zwei  Punkte  P  und  1\  (Fig.  1<J)  durch  ihre  Koordi- 
naten X,  y,  z  und  x^,  y^,  z^  gegeben  sind,  so  kann  man  zu- 
nächst die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  auf  jeden  einzelnen 
Punkt  anwenden  und  hat  dann 


cos  ^=  -7  = 


COSl^' 

cos;^ 


|/x*  +  y«  +  ^' 
yx^  +  y«  -L  -»  ' 


i>  h.     Zwei  Puukte  im  llautue. 
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'*1 

= 

Yxr 

+  ?/. 

■'    +    ^. 

> 

cos  qp, 

r, 

>/v 

^l 

+  yt* 

'+"^.* 

cos  l/»! 

Vi  ^ 

yi 

]/V 

+  y.' 

+  V 

cos  V, 

— 

— -  = 

: 

_  _i>  . 

Ausserdem  tritt  als  neu  hinzu  die  Frage  nach  der  Grösse  und 
Richtung  der  verbindenden  Geraden  F]\  und  die  Bestimmung 
des    Winkels     POP,, 


welchen  die  Vektoren 
r  und  ;-j  miteinander 
bilden. 

Um  die  erste  Frage 
zu  beantworten,  denken 
wir  uns  durch  P  drei 
Gerade  parallel  zu  den 
Koordinatenachsen  ge- 
legt ■  und  betrachten 
diese  Parallelen  als  die 
Achsen  eines  neuen 
Koordinatensystemes 
mit  dem  Anfangs- 
punkte P.  Nennen  wir 
■v',y,2'  die  Koordinaten 
von  Pj  in  Beziehung  auf  dieses  zweite  System,  so  haben 
wir  zufolge  des  Satzes,  dass  die  Koordinaten  eines  Punktes 
dessen  Entfernungen  von  den  Koordinatenebenen  darstellen*), 
X  =  PL'  =  x,  —  X ,  //'  =  P3r  --=yi  —  y,  z  =  PN'  =  z,  —  z. 
Ferner  kann  in  dem  neuen  Koordinatensysteme  die  Gerade 
PP,  als  Radiusvektor  des  Punktes  P,  angesehen  werden,  mit- 
hin gelten  auch  alle  Formeln  des  vorigen  Paragraphen,  nur 
mit  den  gehörigen  Modifikationen.  Setzen  wir  nämlich 
PP,  =  s,     LX'PP,  =  X,     LY'PP,  =  ii,     :_Z'PP,  =  v, 


*)  Der  Anschaulichkeit  wegen  ist  Fig.  10  so  gezeichnet,  als  wäre 
ilas  Parallelepiped  ans  den  Kanten  x,  y,  z  massiv  und  von  diesem  das 
Parallelepiped  aus  den  Kanten  x,  ?/,  z'   weggenommen. 
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SO  erhalten  wir 


cos  A 


x'  x' 


'/  y 

cos   U   =    ■       =        -_         ^       =r^  — 


cos  1/ 


und  nach  Substitution  der  Werte  von  x',  y',  z' 

1)  s  =  -Vix,  -  ;r)2  +  0/,  -  ?/)^  +  (^,  -  z)\ 

cos  yl  =  — 


2) 


cos  IX 


cos  V  = 


2/i  — j/  ^    _  Vi  —  y 

S  y(^^  ^^)*    +    (y^   _  y)S    _|_    (2^  _  SJ*    ' 

z,  —  z  z,  —  z 


•\ 


Um  noch  den  Winkel  POP^=^  &  zu  bestimmen,  wenden 
wir  auf  das  Dreieck  OPP^  eine  bekannte  trigonometrische 
Formel  an,  nämlich 


cos  &  = 


'"+  ''i'—  s' 


und  substituieren  im  Zähler  die  vorhin  angegebeneu  Werte 
von  }•-,  Ty^  und  s^;   es  wird  dann 

3 )  cos  &  =  — ^   '  •^^^■■-i i  . 

Will  mau  alles  durch  die  Koordinaten  von  F  und  i\  aus- 
drücken, so  hat  man  auch  im  Nenner  für  r  und  r^  ihre  Werte 
zu  setzen;  dies  giebt 

4)  cos  0  =  — qT^yyiT-     i      . 

Dagegen  kann  man  auch  die  Winkel  einführen,  welche  r  imd  >\ 
mit  den  Koordinatenachsen  bilden;  die  Gleichung:  .'^ )  gestattet 
nämlich  folgende  Schreibweise 

cos  @  =  —  •--  +  -•-•—  H •  —  , 

und  hiernach  ist 

5)  cos  &  =  cos  (p  cos  9)j  -f-  cos  ^'  cos  t/'i  -|-  cos  X  <-^os  ;f,. 
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(iberhaupt  dient  diese  Formel,  um  aus  den  Richtungswinkeln 
zweier  beliebig  langen  Geraden  den  Winkel  zwischen  diesen 
Geraden  zu   berechnen. 

Wir  wollen  nun  /.«'igen,  wie  aus  den  Koordinaten  J\yiZi 
und  .<".,y2-2  zweier  Punkte  1\  und  F.,  die  Koordinaten  xyz  des 
Punktes  P  gefunden  werden,  der  die  Strecke  Pj  i'o  im  Ver- 
hältnisse Ag  :  Ai  teilt,  wobei  wir  im  Falle  der  inneren  (eigent- 
lichen) Teilung  das  Teilverhältuis  positiv,  bei  der  ilufseren 
Teilung  dagegen  negativ  rechnen. 

Wie  man  sofort  sieht,  gelten  die  Proportionen 


I\p 

J-  —  r, 

.'/  —  ^1 

PI\ 

X^  —  .f 

.'/s  —  .'/ 

Da  nun  nach  der  Voraussetzung  das  Verhältnis  P^P:  J'J\  den 
Wert  L2  :  Aj  haben  soll,  so  folgt 

Ao  ( j".,  —  j:  I  =  A^  (;x"  —  x^) , 
woraus   sich   ergiebt 
ti\  . A,  x\  -f-  Ag .r»  _ 

ebenso  erhält  man 

■'  K  +K     '  ''  ■^i  +  -'. 

Diese    Formelu    lassen     sich    auch     ohne    Weiteres     auf 
schiefwinklige  Koordinaten   anwenden. 


Anhang  zum  ersten  Kapitel. 
Da  es  für  manche  Fälle  zweckmässig  sein  kann,  ein  schief- 
winkliges Koordinatensystem  zu  benutzen,  so  wollen  wir  die 
in  den  §§  4  und  5  gelösten  Aufgaben  noch  einmal  ganz  all- 
tjemein  und  auch  nach  einer  etwas  anderen  Methode  behandeln. 
Im  voraus  möge  hierbei  an  ein  paar  auf  die  rechtwinkligen 
Projektionen  von  Geraden  bezügliche  Sätze  erinnert  werden. 
Erstens  ist  bekannt,  dass  die  rechtwinklige  Projektion  einer 
begrenzten  Strecke  s  auf  eine  Gerade  g  durch  das  Produkt 
.•5  •  cos  (sg)  dargestellt  wird,  worin  (sg)  den  Winkel  zwischen 
den  Geraden  s  und  g  bezeichnet.  Dabei  ist  es  gleichgiltig, 
ob  sich  die  Geraden  s  und  g  schneiden  oder  nicht;  nur  hat 
man  im  letzteren  Falle  unter  (sg^  den  Winkel  zu  verstehen, 
den   zwei    durch    irofend    einen    Pimkt    o-ehende   Parallelen    zu 
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jenen  Geraden  miteinander  bilden  würden.*)  Zweitens  weiss 
man,  dass  die  rechtwinklige  Projektion  eiuer  gebrochenen 
Linie  ABCDEF  auf  eine  Gerade  (tH  einerlei  mit  der  Pro- 
jektion der  Geraden  AF  ist,  wobei  die  "Winkel  (AB,  GR), 
{BC,  GS),  (CD,  GH)  u.  s.  w.  immer  nach  einer  und  der- 
selben, aus  der  Bezeichnung  von  selbst  ersichtlichen  Drehungs- 
richtuug  gezählt  werden. 

I.    Ein   Punkt   im   Räume. 
Projizieren    wir    die   aus    OZ  =  ./ ,   LP'  =  >/,   F' F  ^  z 

bestehende  gebrochene  Linie 
OLF'F  rechtwinklig  auf  irgend 
eine  Gerade  g  im  Räume,  so 
setzt  sich  die  Projektion  aus 
den  drei  Stücken  ./■  cos  (■■Vfi), 
y  cos  {yg),  z  cos  {zg)  zusam- 
men; die  nämliche  Projektion 
muss  aber  auch  zum  Vorschein 
kommen,  wenn  die  Strecke 
OF  =  r  auf  dieselbe  Gerade 
projiziert  wird:  es  gilt  daher  die  Fundamentalgleichmig 
r  cos  {rg)  =  x  cos  (jg)  -\-  y  cos  {yg\  -\-  z  cos  (zg). 


Fig.  12. 


*)  Wenn  die  beiden  Geraden  sich  schneiden,  so  ist  der  obige  Satz 
in  den  Elementen  der  Trigonometrie  unmittelbar  enthalten;  schneiden 
sie  sich  nicht,  so  erkennt  man  seine  Richtigkeit  auf  folgende  Weise. 
Die  gegebene  Strecke  sei  ^.B  =  s  imd  GH  =  g  die  Gerade,  auf  welche 

sie  projiziei't  werden  soll;   die  Projektion 
Fit;  11.  A' B'   kommt    dadurch    zu    stände,    dass 

man  durch  Ä  normal  zu  GH  eine  Ebene 
legt,  welche  G H  ia  A'  schneidet,  und 
auf  gleiche  Weise  durch  B  eine  zu  GH 
normale  Ebene,  welche  GH  in  B'  schnei- 
det. Zieht  man  durch  A  parallel  zu  GH 
eine  Gerade,  welche  der  zweiten  Xormal- 
ebene  in  C  begegnet,  so  ist  AC  =  A'B\ 
weil  beide  Gerade  als  die  Entfernung  der 
zwei  auf  GH  senkrechten  Ebenen  gelten  können;  ferner  ist  AC  senk- 
recht zur  Ebene  BB'C\  mithin  !_  AGB  =  90".     Hieraus  folgt 

AB'  =  AC  =  AB     cos  BAC  =  s  cos  {sg), 
wie  oben  behauptet  wurde. 


C, 


./• 


B'      H 
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Für  die  willkürliche  Gerade  //  nehmen  wir  der  Reihe  nach 
OP,   OX,   (>y,   (>Z  und  erhalten  so  die  vier  Beziehungen 

1)  /•  =  j-  cos  (xr)  -\-  y  cos  {yr)  -\-  z  cos  izr) , 

Ir  cos  {.c  r)  =  ./•  +  ?/  cos  (y.x)  +  z  cos  (zx)  , 

r  cos  (yr)  =  x  cos  (xy)  -f-  ;'/  +  -^  cos  (zy) , 

r  cos  (zr)  =  x  cos  {xz)  -\-  y  cos  {yz)  -f-  ä', 
in  denen  ausser  den  bekannten  Koordinatenwinkeln  die  vier 
Unbekannten  r,  i  (xr),  i  {yr),  L  {^r)  vorkommen.  Die  erste 
derselben  findet  sich  dadurch,  dass  man  die  obigen  vier 
Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  r,  x,  y,  z  multipliziert  und 
die  Produkte  addiert;  dabei  heben  sich  die  mit  ixr),  (yr),  (zr) 
behafteten  Glieder  und  es  bleibt 
3)        r'  =  X-  -\-y'-{-z' 

-\-  2yz  cos  (yz)  -\-  2zx  cos  (zx)  -j-  '2xy  cos  (xy)- 

daraus  ergiebt  sich  r  selbst  durch  Ausziehung  der  Quadrat- 
wurzel, die  hier  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist.  Die 
Gleichungen  2)  liefern  nun  die  gesuchten  Winkel,  nämlich 

/     X         X  4-y  cos  (yx)  -\-  z  cos  (z  x) 
cos  (xr)  =  -    ~ "^J-^ ^ — L^ 

,     s         «4- ■^  cos  (^t/) +  a;  cos  (xy) 
cos  {yr)  =  ^—^ \  Ji^  V  i*/ 


cos  (z  r) 


r 

z  -\-  X  cos  {xz)  -\-  y  cos  {yz) 


r 

Die  Gleichungen  2)  können  auch  umgekehrt  dazu  dienen, 
um  die  Koordinaten  x,  y,  z  durch  den  Radiusvektor  r  und 
dessen  Richtungswinkel  auszudrücken;  es  sind  dann  x,  y,  z 
als  Unbekannte  anzusehen.  Mit  Benutzung  der  abkürzenden 
Zeichen 

cos  (yz)  =  a ,      cos  (zx)  =  ß  ,      cos  (xy\  =  y , 


o)  . 

cos  (xr)  =  I ,      cos  (yr)  =  Vj ,      cos  \zr)  =  t, , 

erhält  man  aus  Nr.  2  die  drei  Ausdrücke*) 


*)  Die  in  den  Gleichungen  6)  und  7)  vorkommenden  Grössen 

a  —  ßy,  ß  —  ya.  7  —  «ß. 

1  +  2  ajjy  —  a-  —  ß'  —  y", 
die   wir  der  Reihe  nach   a' ,  ß',  y'  und  S-  nennen  wollen,   lassen  sich 
mittels   einiger  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie   anderweit  um- 
Fort u.  Schlomirch.  anal.  Geora.  II.  "2 


ß) 
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^__(i-cc')^-{Y~<^ß)n-iß-  y«)  S  ^ 

l^2aßY-(a'  +  ß'  +  7') 

_  (IjZ  (3-)ri-(a-py)^-  jy-uß)!, 
'  1  +  2  aßy  —  (ß'  +  ß*  +  y*)  ' 

„  _  (1  -  y')  ?  -  (ß  -  y«)  g  -  («^  -  Py)  ^  ^ 

Substituiert  mau  diese  Werte  in  Nr.  \),  so  findet  man 
nach  Hebung  von  r  und  Wegschaffung  des  Bruches 

(  (1  -  a')  r  +  (1  -  ß')  ri'  +  {l-  f)  t' 

1)       \-2{a  —  ßy)  rit  -  2(ß  —  ya)  ^|  —  2(y  —  aß)  ir, 
\  =1  ^2ußy  —  {a'-\-ß'-\-y'). 

Bei  dem  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  ist  u=ß=^y=0: 
die  Formeln  4)  gehen  dann  über  in  die  Formeln  3)  des  §  4, 
und  aus  der  Relation  7)  wird  die  einfachere  Nr.  4  im  §  4. 


wandeln.  Betrachten  wir  nämlich  die  Koordinatenwinkel  (ya),  (zx),  {xy) 
als  Seitenwinkel  a,  h,  c  der  von  den  Koordinatenebenen  gebildeten 
körperlichen  Ecke,  und  bezeichnen  wii-  die  gegenüber  an  den  Kanten 
OX,  OY,  OZ  liegenden  Neigungswinkel  mit  A,  B.  C.  so  ist 
u '  =  cos  a  —  cos  h  cos  c  und  zufolge  der  Grundformel  der  sphärischen 
Trigonometrie 

a' =  cos  J.  sin  ?>  sin  c.      ß'  =  cos  5  sin  c  sin  a,      y' =  cos  C  sin  a  sin  &. 
Aus  der  bekannten  Formel 

.   „  ,        1  +  2  cos  a  cos  6  cos  c  —  cos*  a  —  cos'  6  —  cos*  c 

sin^^  = .    „ , — .    „ 

sin-  h  sin-c 

folgt  weiter  durch  Vergleich  mit  dem  Obigen 

8-  =  sin* .4  sin*  6  sin*c 

oder  bei  Ausziehung  der  Wurzel,  welche  wir  im  absoluten  Sinne  nehmen, 

8  =  sin  A  sin  h  sin  c  =  sin  B  sin  c  sin  a  =  sin  C  sin  a  sin  h. 

Zwischen  den  Grössen  a',  ß\  y',  8  besteht  demnach  die  Proportion 

a    :  ^'  :  y'  :  8  =^  coi  A  :  coi  B  :  COt  C  :  1. 

Denken  wir  uns  ferner  von  0  aus  auf  den  Ach.^eu  OX.  O  Y,  OZ 
drei  Strecken  abgeschnitten,  von  denen  jede  der  Längeneinheit  gleich 
ist,  und  konstruieren  ein  Parallelepiped,  dessen  Kanten  jene  Abschnitt« 
sind,  so  besitzt  die  in  der  .ry- Ebene  liegende  Basis  desselben  den 
Flächeninhalt  sin  c ,  die  Höhe  des  Parallelepipeds  ist  sin  h  sin  A .  mithin 
sein  Volumen  =  sin  c  sin  h  sin  A.  Man  erkennt  hieraus  die  geometrische 
Bedeutung  des  später  oft  wiederkehrenden  Ausdrucks 

8  =  ]/l  +  2  «|Jy  —  «*  —  ß*  —  y*. 
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II.  Zwei  Punkte  im  liaume. 
Wenn  zwei  Punkte  P  und  P^  durch  ihre  Koordinaten 
iVj  y,  z  und  x^y  tf^,  z^  gegeben  sind,  so  denken  wir  uns  durch 
P  drei  Gerade  pjirallel  zu  den  Koordinatenachsen  gelegt,  und 
betrachten  diese  Parallelen  als  die  Achsen  eines  neuen  Koor- 
dinatensystems mit  dem  Anfangspunkte  P.  Nennen  wir 
•'"')  y )  ^'  ^^^  Koordinaten  von  P,  in  Beziehung  auf  dieses 
zweite  System,  so  ist 

x'  =  j\  —  x,  ,j'=y^  —  fi^  r' ^  z^  — z-, 

ferner  kann  0'  als  Radiusvektor  des  Punktes  P^  rücksichtlich 
des  neuen  Systems  angesehen  werden,  mithin  gelten  jetzt  alle 
Formeln  des  vorigen  Abschnittes  wieder,  wenn  s  für  r,  und 
x\  y',  z'  für  X,  y,  z  gesetzt  werden.  Durch  nachherige  Sub- 
stitution der  Werte  von  x',  y',  z'  gelangt  man  auf  diese 
Weise  zu  den  folgenden  Formeln,  in  denen  wieder  a,  /3,  y 
zur  Abkürzung  für  cosfi/^;),  q.o^{zx)  und  cos(a:«/)  gebraucht 
worden  sind: 

1)      S^  =  (o:, -.*:)'  + (7/1  - 1/)' +  (^1  -  ^)' +  2  («/,  —  y )(..,- ^)a 
+  2 (^,  —  z)  (,x-,  —  :c) ^  +  2 (rr^  —  x)  {y^  —  y)  y, 

cos  (xs)  =  '^x-^-  +  (yx-y)y  +  (^x  -z)ß 


2) 


s 

!/i  —  y  -\-  {^1  —  z)  <^  +  {^1  —  ^)  Y 


cos  (ys)=  ^  , 

Um  zweitens  i_  PO P^  =  _  (>-;\  I  zu  bestimmen,  projizieren 
wir  r  rechtwinklig  auf  )\  und  bemerken,  dass  die  nämliche 
Projektion  zum  Vorschein  kommt,  wenn  statt  r  =  OP  die 
gebrochene  Linie  OLP'P  auf  }\  projiziert  wird;  dies  giebt 

/•  cos (rr.^  =  X  cos (xi\)  -\-  y  cos (yr^  -f-  z  cos {zr^-^ 
hier  sind  noch  die  Werte  von  cos{xr^,  cos(^y)\),  cos (zr^)  ein- 
zusetzen, welche  mau  aus  den  Formeln  des  vorigen  Abschnittes 
unmittelbar  erhält,  indem  man  t\  für  r  schreibt.    Nach  Division 
mit  >•  findet  sich  auf  diese  Weise 

[  cos  {rr\)  = 

3)         j  xx^  +  i/7/1  +  zz^  +  u  {yz^-\-y^  2)  +  ß  {zx^  ■}- h^)  +  V  {xy^+  ^1  y) 
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worin  man,  wenn  es  nötig  ist,  die  Werte 


( r  =  Yx^-i-  /  +V  -\-2ayg  -\-  2ßzx  +  2  yxy 

(  r^  =  Yx^^  +  2/^2  _j_  ^^2  -^  2  ««/i^i  -j-2ßz^Xi-\-2  yx,y^ 

substituieren  kann.  Will  man  cos  {r)\)  nicht  durch  die  Koor- 
dinaten von  P  und  P^,  sondern  durch  die  Winkel  darstellen, 
welche  einerseits  r,  andererseits  t\  mit  den  Koordinatenachsen 
einschliessen,  so  setze  man  wieder 

cos  (.■»>•)  =1,  cosf^rj  =ri,  cos(^y)  =t,, 

cos  {xr^  =  l^ ,         cos  {y)\)  =  r\^ ,         cos  (z}\)  =  ti , 
und  führe  in  der  Grleichung 

r  cos  rr\  r=  xl^-{-  yvii  +  ^Si 

für  X,  y,  z  die  Formeln  6)  des  vorigen  Abschnittes  ein.  Als- 
dann lässt  sich  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  der  Faktor  r 
entfernen  und  man  erhält 

(1  -f-  2  aßy  —  er  —  /3^  —  y^)  cos  '{rr^ 

=  (1  -  a^)  II,  +  (1  -  /32)  yin,  +  (1  -  f)  %%, 
-(a-  ßy)  (rjt,  -j-rj,^)-(ß-  ya)  {%%,  +  ^,|) 

Im  speziellen  Falle  eines  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systems ist  a  =  /J  =  }^  =  0 ,  und  dann  gehen  die  vorigen 
Formeln  in  die  einfacheren  des  §  5  über. 


5) 
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§6- 
Die  Gleichuugen  der  Geraden. 

Wemi  ein  Pimkt  P,  dessen  rechtwinklige  Projektionen 
auf  die  Koordinatenebenen  durch  die  Koordinaten  x  und  //, 
X  imd  Zy  y  und  z  bestimmt  sind,  seine  Lage  im  Räume  ändert, 
so  bewegen  sich  auch  seine  Projektionen,  und  wenn  P  die 
gerade  oder  krumme  Linie  .v  durchläuft,  so  beschreiben  die 
Projektionen  P' ,  P",  P'"  gerade  oder  krumme  Linien,  welche 
wir  der  Reihe  nach  mit  s',  s",  s"  bezeichnen  und  die  Pro- 
jektionen der  Linie  s  nennen.  Erimiert  man  sich  nun,  dass 
bereits  durch  zwei  Projektionen  eines  Punktes  die  drei  Koordi- 
naten desselben  gegeben  sind  und  damit  zugleich  die  übrige 
dritte  Projektion  bestimmt  ist,  so  übersieht  mau  leicht,  dass 
aus  zweien  der  Projektionen 


die  dritte  abgeleitet 


Fis.  i:;. 


s,s  ,s 

werden  kaim,  dass  mithin 
die  räumliche  Kurve  s-  durch 
irgend  zwei  ihrer  Projek- 
tionen bestimmt  wird.  Sind 
z.  B.  die  Projektionen  6''  und 
s"  gegeben,  so  lege  man 
durch  einen  beliebigen  Punkt 
L  der  a; -Achse  eine  Ebene 
parallel  der  y/^- Ebene;  die 
genannte  Hilfsebene  schneidet  die  Linie  s  in  einem  Punkte 
P',    ebenso   s"    in   einem   Punkte    P":    diese   Punkte   sind    die 
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Projektionen  des  Punktes  P  im  Räume,  welchen  man  dadurch 
erhält,  dass  man  in  der  Hilfsebeue  das  Rechteck  LP' PF" 
aus  den  bekannten  Seiten  LP'  =  y  und  LP"  =  z  konstruiert. 
Grieht  man  nun  der  willkürlichen  Entfernung  OL  =  x  aUe 
möglichen  Werte,  so  erhält  man  auf  diese  Weise  alle  mög- 
lichen Punkte  der  Linie  s.  Ganz  ähnlich  ist  das  Verfahren, 
wenn  zwei  andere  Projektionen  von  s  als  gegeben  angesehen 
werden.  Diese  geometrische  Betrachtung,  die  mit  der  deskriptiv- 
geometrischen Auffassuug  völlig  übereinstiramt,  ist  leicht  ana- 
lytisch auszudrücken,  indem  man  beachtet,  dass  die  ebene 
Linie  s  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten  OL  =  x 
und  LP'  =  y  irgend  eines  ihrer  Punkte  P',  ebenso  die  Linie 
s"  durch  eine  Gleichmig  zwischen  den  Koordinaten  OL  =  o 
und  LP"  =  z  charakterisiert  wird;  eine  Linie  im  Räume  ist 
demnach  bestimmt  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  je  zwei 
Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  ihr,  und  zwar  be- 
deutet eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  die  Gleichung  ihrer 
Projektion  auf  die  .r^-Ebene,  eine  Gleichung  zwischen  x  und  z 
die  Gleichung  ihrer  Projektion  auf  die  a'^-Ebene,  endlich  eine 
Gleichung  zwischen  y  und  z  die  Gleichung  ihrer  Projektion 
auf  die  y^- Ebene.  Eliminiert  man  x  aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen,  so  muss  man  die  letzte  erhalten,  ebenso  konnte 
man  aus  den  Gleichungen  zweier  anderen  Projektionen  die 
Gleichung  der  noch  übrigen  Projektion  ableiten. 

Um  diese  allgemeinen  Erörterungen  auf  die  Gerade  im 
Räume  anzuwenden,  bedarf  es  nur  der  Bemerkung,  dass  in 
diesem  Falle  sämtliche  Projektionen  gerade  Linien  sind;  denkt 
man  sich  demnach  die  Gerade  durch  ihre  Projektionen  auf 
die  xy-  und  a'^- Ebene  bestimmt,  wie  es  künftig  in  Über- 
einstimmung mit  der  deskriptiven  Geometrie  meistenteils  ge- 
schehen wird,  so  sind  Äie  Gleichungen  ihrer  Projektionen  oder, 
wie  man  kurz  zu  sagen  pflegt,   die  Gleichungen  der  Geraden: 

1)  y  =  Bx-j-h,      z=Cx-\-c. 

Aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  kennt  man 
die  Bedeutung  der  vier  Konstauten  B,  h,  C,  c;  bezeiclmet 
man  nämlich  durch  a  den  Winkel,  welchen  die  Horizontal- 
projektion Ä' P'  mit  der   r- Achse  bildet,  und  analog  durch  «" 


t?  (■).     Die  (Jleichiingi.'n  ili-r  Cieradon.  2.') 

den  Winkel  zwisclioii  der  \^ertikiili)r(»j"('ktioii  A"  I*  und  der 
a;- Achse,  so  hat  man 

2)  /)  =  tan  a  ,       C  =  tan  u". 

Ferner  sind  h  und  c  die  Abschnitte  OA'  und  OÄ",  welche 
die  Projektionen  s  und  .s"  auf  den  Achsen  der  y  und  der  z 
bilden,  oder  auch  die  Koordinaten  des  Punktes  A,  in  welchem 
die  Gerade  die  i/^-- Ebene  schneidet.  Nennen  wir  in  Über- 
einstimmung mit  der  deskriptiven  Geometrie  die  Durchschnitte 
einer  Geraden  mit  den  Projektionsebenen  die  Spuren  der 
Geraden,  so  können  wir  b  und  c  kurz  als  die  Koordinaten  der 
y 2 -Spur  unserer  Geraden  bezeichnen.  Nicht  überflüssig  ist 
hierbei  dfe  Bemerkung,  dass  die  Koeffizienten  B  und  C  die 
Richtungen  der  Projektionen,  mithin  auch  die  Richtung  der 
Geraden  im  Räume  bestimmen,  während  h  und  c  den  Punkt 
der  7/^ -Ebene  augeben,  durch  welchen  die  Gerade  geht.  Lässt 
man  demnach  B  und  C  ungeändert,  giebt  aber  h  und  c  andere 
und  andere  Werte,  so  erhält  man  die  Gleichungen  eines  Systemes 
paralleler  Geraden;  nimmt  man  umgekehrt  h  und  c  konstant, 
dagegen  für  B  und  C  der  Reihe  nach  verschiedene  Werte,  so 
hat  man  die  Gleichungen  von  Geraden,  welche  zusammen 
ein  Strahlenbündel  ausmachen,  dessen  Mittelpunkt  in  der 
2/^-Ebene  liegt. 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die  Gerade 
durch  zwei  andere  Projektionen  bestimmt  wird;  wählt  man 
hierzu  die  Projektionen  auf  die  yx-  und  ?/.?-Ebenen,  so  sind 
die  Gleichungen 

3)  x  =  A,y  -^  a,,         z=  C^y  -f  q , 

wo  «^  und  q  die  Koordinaten  der  r^-Spur  bedeuten;  endlich 
hat  man  zur  Bestimmung  der  Geraden  durch  ihre  Projektionen 
auf  die  Ebenen  zx  und  zy 

4)  X  =  A^z  -\-  a.,,         y  =  B.,z  -\-h.,, 

wo  a.2  ^^^^  ^'-2  ^i^  Koordinaten  der  xySpwc  sind. 

Wie  sich  nach  dem  eingangs  Gesagten  von  selbst  ver- 
steht, können  aus  einem  der  Gleichungssjsteme  1),  3)  und  4) 
die  beiden  anderen  hergeleitet  werden.  Gehen  wir  von  den 
Gleichungen  1)  aus,  Aveil  sie  der  deskriptiv -geometrischen 
Anschauungsweise  am  nächsten  liegen,  so  können  wir  zunächst 
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X  durch  y  ausdrücken  und  den  gefundenen  Wert  in  die  für 
geltende  Gleichung  substituieren;  wir  haben  so 


1 


C        ,  bC 


aus  der  Vergleichuug  mit  Nr.  3j   erhalten  wir  für  die  Koeffi- 
zienten A^,  Cj  die  Werte 


Ä, 


Q  = 


und  für  die  Koordinaten  der  rv^s'-Spur: 


ö) 


«,  =  — 


h 
B  ' 


hC 


cB  —  bC 


■1         -         j5  _B 

Auf  analoge  Weise  bilden  wir  aus  den  Gleichungen  1)  die 
folgenden 


B 


!J  =  -C   2  +  h 


cB 
C 


und  erhalten  durch  Vergleichuug  mit  Nr.  4) 


B.,  = 


B 


A  =  — 

sowie  für  die  Koordinaten  der  xySipuv: 

..^                                 c             ,          ,         cJ5        bC—cB 
b)  a.,  =  —  -r,  h  =  ^^  —  -r  =  c 


Fig.  14. 


Die  vorigen  allgemeiaen  Formeln  erleiden  in  dem  Falle 
eine  Modifikation,  wo  die  Gerade  einer  oder  zweien  der  Koordi- 
natenebenen parallel  liegt. 
Ist  sie  parallel  zur  .ry- 
Ebene,  wie  z.  B.  die  Gerade 
DE,  so  sind  ihre  Pro- 
jektionen auf  die  Ebenen 
xz  und  yz  parallel  zu  den 
Achsen  der  x,  resp.  y,  und 
es  gelten  dann  die  Be- 
ziehungen 

y  =  Bx^h^    ,  =  r, 

wo  OB  =  CD  =  h  und 
(JC=AE=^c.  Symmetrischer  gestaltet  sich  die  erste  Gleichung, 
wenn  man  den  Abschnitt  (JE=  OA  in  Rechnung  bringt;  für 
OA  =  n   liat  man  niimlich 
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n  h  ' 

als  Gleichuugen  jener  Geraden.  Der  Punkt  ac  ist  die  a;^-Spur 
und  der  Punkt  bc  die  y^-Spur  der  Geraden,  die  a^^^^-Spur 
fallt  ins  Uneudliclie;  eben  deswegen  würden  sich  in  diesem 
Falle  die  Gleichungen  der  Geraden  nicht  unter  der  Form  von 
Nr.  4)  darstellen  lassen.  Für  eine  der  a-'^-Ebene  parallele 
Gerade,  wie  z.  B.  JJF,  hat  man  in  entsprechender  Weise  die 
Gleichungen 


+  :  =  i..    //  =  ^, 


wo  ab  die  a;y-Spur  und  bc  die  //^'-Spur  ist.  Eine  der  ijz- 
Ebene  parallele  Gerade,  wie  z.  B.  EF,  Avird  dargestellt  durch 
die  Gleichungen 

ihre  xij-  und  x,?- Spuren  sind  die  Punkte  ab  und  ac. 

Ist  die  Gerade  zweien  der  Koordinatenebenen  zugleich, 
d.  h.  einer  der  Koordinatenachsen  parallel,  so  vereinfachen 
sich  die  obigen  Gleichungen  noch  weiter.  So  hat  man  für 
die  Gerade  BG^OX 

y  ^=b ,         z  ^^  Cj         {x  beliebig) 
und  der  Punkt  bc  ist  die  einzige   in  diesem  Falle  vorhandene 
Spur;  eine  Parallele  zur  y- Achse  (z.  B.  FG)  wird  in  gleicher 
Weise  durch 

X  =  a^         z  =^  c 

charakterisiert,  eine  Parallele  zur  ^- Achse  (FG)  durch 
X  =^  ((  .  1/  =  b. 

Daran  schliesst  sich  die  Bemerkung,  dass  von  den  drei 
Gleichuugspaaren 

^  =  0     und     ^  =  0 , 

X  =  0       „       0  =  0, 

^'  =  <^         ;;         ?/='» 
das  erste  die  o;- Achse,  das  zAveite  die  ?/- Achse  und  das  dritte 
die  5^-Achse  bezeichnet. 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  geben  die  Winkel,  welche 
die   Projektionen   der   Geraden    mit    den  Achsen   einschliessen, 
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nicht  aber  die  Winkel,  welche  die  Gerade  selbst  mit  den  Achsen 
bildet.  Um  letztere  Winkel  zu  finden,  denken  wir  ims  durch 
den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  eine  Parallele  zu  der  ge- 
gebenen Geraden  gelegt  und  auf  dieser  vom  Anfangspunkte 
der  Koordinaten  aus  eine  beliebige  Strecke  r  abgeschnitten, 
deren  Endpunkt  die  Koordinaten  x,  y,  z  besitzen  möge.  Nennen 
wir  der  Reihe  nach  «,  /3,  y  die  Winkel,  welche  die  Gerade 
AV  mit  den  Koordinatenachsen  bildet,  und  (f,  t,  %  die 
Richtungswinkel  des  Radiusvektor  r,  so  haben  wir  wegen  APi  r 

und  nach  den  Formeln  )\]  in  §  4 


cos  a 


l/x«  +2/^  +  2*  ' 


cos  /3  =  ^ 


V«*+  ?/*+  s^ 


cos  y  =  —y=-- 


Hier  ist  noch  die  Bedingung  hinzuzufügen,  dass  die  Strecke  r 
parallel  zu  AP  durch  den  Koordinatenanfang  geht.  Nun  sind 
überhaupt  die  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten  gehenden  Geraden: 

und  wenn  diese  Gerade  parallel  zur  ursprünglichen  Geraden 
liegen  soll,  so  müssen,  wie  schon  erwllhnt,  die  gleichnamigen 
Projektionen  parallel  sein,  also  die  Bedingungen 

B^  =  B,         C^  =  C 
stattfinden.     Die  Gleichungen  der  Geraden  r  sind  folglich 

y  =  Bx ,         z  =  Cx . 
Nach  Substitution  dieser  Werte  gehen   die  vorhin  aufgestellten 
Formeln  in  die  folgenden  über: 


V 


cos  fC    :^  ^r-  , 

1  1  -f  u--f  r- 

cos  p  = 


'i  +£»_|_c«  ' 

c 

cos  y  =     , - 
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Dividiert    man    sowohl    die    zweite    als    die    dritte    dieser 
Gleichungen  durch  die  erste,  so  erhält  man  die  beiden  Formeln 

8)  ]J='-^,         0  =  ''^^- 

'  cos  a '  cos  a. 

oder  zufolge  von  Nr.  2) 

.        ,        cos  ß           L        "        cos  y 
tan  a  = ,  tau  a    = •  • 


cos  a 


Diese  Ivelationeu  kann  man  auch  mit  Hilfe  der  sphärischen 
Trigonometrie  finden  und  aus  ihnen,  in  Verbindung  mit  der 
Formel 

cos^  a  +  cos^  ß  -\-  COS^  y  ==  1  ^ 

rückwärts  die  Gleichungen  7)  herleiten. 

Infolge  der  Formeln  8)    lassen    sich    die   Gleichungen  1) 
folgendermasseu  schreiben: 

n\  cos  ß         ,     ,  cos  y 

'  ^  cos  «         '        '  cos  a  ' 

und  zwar  sind  dies  die  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche 
in  der  Richtung  aßy  durch  den  Punkt  hc  der  y^-Ebene  geht. 
Bezeichnet  fgli  irgend  einen  von  xyz  verschiedenen  Punkt 
derselben  Geraden,  so  gelten  auch  für  ihn  die  Gleichungen  9), 

nämlich 

cos  (3   .         ,  ,  cos  y  ^    . 

(j  = -f+iJ,         11  =  — —f-\-c. 

"'         cos  u  '     '       '  cos  a '     ' 

Durch  Subtraktion  dieser  Gleichuncren  von  den  vorigen  fallen 
b  und  c  weg  und  es  bleibt 

1")    ."-^  =  S^(--/).     --''  =  ™-M(— ^'; 

dies  sind  die  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche  in  der 
Richtung  aßy  durch  den  Punkt  fgh  geht. 

Hiernach   lässt  sich   die  Bedeutung    der    symmetrisch  ge- 
bauten Gleichungen 

1 1  \  ^'  ~  ^  =  LiZl  =  ^  —h 

^^  L  M  ..V 

leicht  ermessen.     Bringt  man  sie  nämlich  auf  die  Form 

ll  —  g=^^{x  —  f),  z  —  h  =  ^(x  —  f), 

SO    erkennt    man    augenblicklich,    dass   jene   Gleichungen    eine 
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Gerade    bedeuten,    welche    durch    den    Punkt    fyh    geht,    und 
deren  Richtung  mittels  der  Bedingungen 


cos  ß 

M 

cos  y         N 

cos  a 

L  ' 

cos  a         L 

(jder  kürzer  durch  die  Proportion 

12)  cos  a  :  cos  ß  :  cos  y  =  L  :  M :  N 

bestimmt   wird.     Die  Werte    von   cos«,  cos/3,  cos  7   selber  er- 
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hält  man  aus  den  Formeln  7),  indem  man  B^^^j    und  C=  , 

substituiert;  sie  sind: 

L 

cos  u 


13) 


cos/3  = 


cos  y 


M 


Die  Gleichungen  11)  empfehlen  sich  in  vielen  Fällen  nicht 
nur  durch  ihre  symmetrische  Form,  sondern  auch  dadurch, 
dass  sie  der  unmittelbarsten  Bestimmun<>-  einer  Geraden  — 
nämlich  der  Bestimmung  durch  einen  Punkt  und  die  Richtung  — 
direkt  entsprechen. 


Verschiedene  Bestimmiiugsweiseu  eiuer  Gerade«. 

I.  Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden.  Wenn 
durch  einen  gegebenen  Punkt  fgh  eine  Parallele  zu  einer  ge- 
gebenen, mittels  der  Gleichungen 

1)  y  =  Bx-\-h,         z  =  Cx  +  c 
bestimmten    Geraden    gelegt   werden    soll,    so    bezeichne    man 
die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden  vorläufig  durch 

2)  ,j=B,x  +  \,         z=^C,x  +  c, 

und  bestimme  die  vier  Unbekannten  i>j,  h^,  C^,  i\  aus  den 
geforderten  Bedingungen.  Einerseits  hat  man,  weil  die  Gerade 
durch  den  gegebenen  Punkt  gehen  soll, 

;,  =  Bj-\-h,,  h  =  (\fJ^c,, 

andererseits  wegen  der  parallelen  Lage  beider  Geraden 

/)•,  =  />'     und      (\  =  (\  ' 
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Entwickelt    in;ui    aus    diesen   vier   Gleichungen   die   Werte 
der  vier  Unbekannten,  so  folgt  durch  deren  Substitution  in  Nr.  1 

2)  u  =  Er  +  //  —  Bf,         z=Cx  +  h—  Cf , 
oder  in  symmetrischerer  Form: 

3)  y-f,=  B(x—f),         z  —  h=C{x-f). 
Drückt   man   B  und  C  durch   die  Winkel  aus,  welche  die  ge- 
gebene  Gerade    mit    den   Koordinatenachsen    einschliessen,    so 
kommt  mau  auf  die  Gleichungen  10)  des  vorigen  Paragraphen 
zurück. 

II.    Gerade   durch  zwei   Punkte.     Bezeichnen  wir  mit 

4)  //  =  Bx  -\-  h ,         z  =  Cx  -\-  c 

die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden,  welche  durch  die  ge- 
gebenen Punkte  f\gyh^  und  f^g^h^  geht,  so  sind  die  vier  Un- 
bekannten B,  h,  C,  c  mittels  der  folgenden  vier  Gleichungen 
zu  bestimmen: 

g,  =  Bf,-j-h,  h,  =  Cf,  +  c, 

welche  die  analytischen  Ausdrücke  der  angegebenen  Bedingungen 
sind.     Man  findet  ohne  Mühe 

Q  _K  —  \  ,,  _  fi \  —  fi K 


und  folglich  sind  die  Gleichimgen  der  gesuchten  Geraden: 

K\    ,,  —  9i—yx^  I  fi9i  —  fi9i       h  —  h^.  I  ftK  —  fiK 

'    y~~  n-f,    ^'  f.-t\    '     ""/-,-/,    ^    /;,-/; 

Dieselben  enthalten,  einzeln  betrachtet,  den  unmittelbar  ein- 
leuchtenden Satz,  dass  die  Projektionen  der  gesuchten  Geraden 
durch  die  gleichnamigen  Projektionen  der  gegebenen  Punkte 
gehen. 

Je   nach  Bedürfnis   kann    man    den   Gleichungen   5)    noch 
andere  Formen  erteilen,  z.  B.: 

oder 
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und  am  elegantesten 

6) 


y-üi  _x-fi 

s  —  \  _x  — 1\ 

y  —  9i      «  —  /, ' 

Z  —  \            X  —  /"g 

Die  vorstehenden  Gleichungen  lehren  auch  die  Relationen 
kennen,  welche  zwischen  den  Koordinaten  dreier  Punkte  t\yJh} 
f'^yilh  ^^^  fsda^'ä  stattfinden  müssen,  wenn  diese  in  einer  geraden 
Linie  liegen  sollen.  Hierzu  ist  nämlich  erforderlich,  dass  der 
dritte  Punkt  auf  der  durch  die  beiden  ersten  Punkte  gehenden 
Geraden  liegt,  dass  also  seine  Koordinaten  den  Gleichungen  6) 
genügen;  die  fragliche  Bedingung  ist  demnach  in  den  beiden 
Gleichungen 

^  (fs  —  92  /'s  —   /'s  '  K  —  \  fi  —  U 

enthalten,  welche  geometrisch  bedeuten,  dass  im  vorliegenden 
Falle  die  gleichnamigen  Projektionen  der  drei  Punkte  in  je 
einer  Geraden  liegen  müssen. 


§8. 
Zwei  Gerade. 

Wenn  zwei  Gerade  im  Räume,  deren  Gleichungen 

1)  y  =  Bx  -^  h ,  ^  =  Cx  +  (• , 

2)  if  =  B,x  +  h,,         z=C,x-{-c,, 

sein  mögen,  nicht  parallel  laufen,  so  können  sie  entweder  sich 
schneiden,  oder  an  einander  vorbeigehen,  ohne  irgend  einen 
Punkt  gemein  zu  haben.  Um  diese  Fälle  analytisch  zu  sondern, 
bestimmen  wir  zunächst  die  Durchschnitte  der  gleichnamigen 
Projektionen  beider  Geraden.     Aus  den  Gleichungen 

1/  =  Bx  -\-  h     und     //  =  i>\.r  -f-  h^ 

finden  wir  als  Koordinaten  x'  und  //'  des  Durchschnittes  der 
Projektionen  auf  die  a;y- Ebene 

^)  *  B,  —  B'  •'  JB,  —  £     ' 

ebenso  folgt  aus  den  Gleichungen 

2  =  Cx  -f-  (^     "ud     z  =  (.\x  -\-  r, , 


§  8.    Zwei  Gorade. 
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dass  sich  die  Projektionen  auf  die  a;^- Ebene  in  einem  Punkte 
schneiden,  dosson   Koordinaten  sind: 

^^  •      "~        Cj  — C"         "  C,-C 

Wenn  nun  die  beiden  Geraden  im  Räume  einen  Punkt  S 
als  wirklichen  Durelischnitt  geraein  haben,  so  müssen  seine 
Projektionen  S'  und  S"  mit  den  Durchschnitten  der  gleich- 
namigen Projektionen  der  Geraden  zusammenfallen,  d.  h.  x' 
und  //'  müssen  die  Koordinaten  von  S',  ebenso  x"  und  z" 
die  Koordinaten  von  S"  sein;  dies  ist  aber  nur  möglich  für 
x'  =  x" j  und  so  ergiebt  sich  als  Bedingung  für  das  Vor- 
handensein eines  Durchschnittes  die  Gleichung 

^^  B,-B~  C,-C       ^"^^        q -c        C,-C 

oder  auch 

H)  {h,  -  h)  (C\  -  C)  =  (q  -  c)  (B,  -  B). 

Ist  eine  dieser  drei  Gleichungen  erfüllt,  so  hat  man  für  die 
Koordinaten  des  Durchschnittes,  welche  in  diesem  Falle  x',  y',  z' 
heissen  mögen,  die  Werte 

, h^  —  b    Cj  —  c 

X  =  —  ^~^^j^  =  —  ^"_rc" 

, bB^  —  b^B  , cC^  —  c^C 

y   ~     B^^^^B     '  "   ~     Q  —  C 

Im  entgegengesetzten  Falle  kann  nur  von  den  Durchschnitten 
der  Projektionen  die  Rede  sein 
und  die  Formeln  in  3)  und  4) 
bestehen  dann  ohne  weiteren 
Zusammenhang  unter  einander. 
Dieses  Resultat  stimmt  überein 
mit  dem  bekannten  Satze  der 
deskriptiven  Geometrie ,  dass 
zwei  Gerade  31 N  und  PQ  sich 
nur  dann  schneiden,  wenn  der 
Durchschnitt  S'  ihrer  Horizontal- 
projektionen M'N'  und  PQ'  in 
derselben  Vertikalen  liegt  wie 
der  Durchschnitt  S"  ihrer  Vertikalprojektionen  M" N"  und 
P"Q".     Man  hat  nämlich 


7) 


Fig.  15. 
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OK=x',         KS'=y', 
OL  ==  x",       LS"  =  z" , 
und    wenn    die    Gerade   H' S"    senkrecht    auf   OX    stehen    soU^ 
so  muss  OK  =  OL,  d.  h.  x'  =  x"  sem. 

Wenn  in  den  Formeln  7)  die  Nenner  verschwinden,  also 
5^  —  B=  Ci  —  C=  0,  dagegen  die  Zähler  nicht  verschwinden, 
also  6j  —  ^  ^  ^7  ^1  —  ^'^^)  so  erhält  der  Schnittpunkt  un- 
endlich grosse  Koordinaten,  in  Übereinstimmung  damit,  dass 
die  gleichnamigen  Projektionen  der  Geraden,  und  daher  auch 
diese  selbst,  gleiche  Richtunof  haben. 

Aber  auch  dann,  wenn  ausser  den  Nennern  einer  der 
Unterschiede  h^  —  h  oder  Cj  —  c  verschwindet,  lässt  sich  zeigen, 
dass  den  beiden  Geraden  ein  unendlich  ferner  gemeinsamer 
Punkt  zukommt.  Es  ist  in  diesem  Falle  besser,  auf  die 
Gleichungen  der  Geraden  zurückzugehen,  die  unter  der  Voraus- 
setzung 13  =  B^,  C  =  C^  die  Form  annehmen 
fl  =  Bx  -\-h,  z  =  Cx  +  f , 

y  =  Bx  +  ?>i ,         z  =  Cx  -\-  Cj  . 
Bezeichnen  wieder  x  y' z'  die  Koordinaten  eines  gemeinsamen 
Punktes  P',  ist  OP'==r  und  sind  ferner  |,  ri,  t,  die  Richtuugs- 
cosinus  von  r  (d.  i.  die  Cosinus  der  Richtungswinkel),  so  hat 
man  in  8)  für  x,  y,  z  zu  setzen 

x'=i,r,         y/'=7yr,         s' =  t,r. 
Teilt  mau  durch  r,  so  entsteht 

n=B^+].,       e  =  C|  +  ^, 

Wenn  h  =  b^  und  c  =  Cj ,  so  werden  die  unter  einander 
stehenden  Gleichungen  identisch;  alsdann  fallen  die  beiden 
Geraden    zusammen,  jeder   ihrer  Punkte   ist   ihnen  gemeinsam. 

Wenn  die  Geraden  Jiiclit  zusammenfallen,  so  können  die 
Werte  für  7]  oder  t,  nur  gleich  werden,  wenn  /•=  c?c.  und 
dies  bedeutet  einen  Punkt  in  unendlicher  Ferne. 

Einige  Aufmerksamkeit  verdient  noch  der  Fall,  wenn  die 
eine  der  gegebeneu  Geraden  parallel  zu  einer  oder  zweien  der 
Koordinatenebenen  liea't.     ist  die  bisher  durch 
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//  =  Bx  -\-  l>  j  Z  =  (Ju:  -f-  '■ 

charakterisierte  Gerade,  welche  kurz  .s-  heissen  möge,  parallel 
zur  ict/- Ebene,  so  hat  man  in  den  vorigen  Formeln  einfach 
C  =  0  zu  nehmen;  ist  sie  parallel  zur  a^^r- Ebene,  so  wird  da- 
gegen B  =  0.  Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  .s 
der  //rfT-Ebene  parallel  liegt;  die  Gleichungen  von  x  sind  dann 

'  b      '      c 

und  sie  liefern,  mit  den  Gleichungen  2)  zusammen  auf  einen 
und  denselben  Punkt  x'y'z'  angewendet,  die  Bedingung 

^  '  h  ~^  c 

Liegt  die  Gerade  s  parallel  zu  ;z;- Achse,  so  ist  B  =  C  =  0, 
mithin  nach  5) 
^(..  b  —  b,         0  —  c.  ,         b  —  b^^  Bi 

verglichen  mit  der  ?/^- Projektion  von  .s^,  d.  h.  mit  der  Geraden 
y—b^^z-j^^ 

giebt  die  obige  Bedingung  9)  zu  erkennen,  dass  ein  Durch- 
schnitt von  cS  und  s^  nur  dann  existiert,  wenn  die  //^-Projektion 
von  Si  durch  die  i/i-Spur  von  s  geht.  Ist  ferner  .*;  parallel 
der  //-Achse,  so  sind  die  Gleichungen  von  .s 

,/;  =  a  ,  Z  =  r-^ 

mit  den  Gleichungen  2)  zusammen  auf  einen  und  denselben 
Punkt  x'y'z'  angewendet,  liefern  sie  die  Bedingimg 

11)  c  =  C,a  +  c,, 

welche  geometrisch  bedeutet,  dass  die  a;^- Projektion  von  s^ 
durch  die  a;;^-Spur  von  s  gehen  muss.  Wäre  endlich  s  parallel 
der  ^f- Achse,  mithin 

X  =  (1 .  ji  =  h , 

so  würde  sich  durch  ähnliche  Schlüsse  die  Bedingung 

12)  h  =  B^a  +  h, 

ergeben,  welche  sagt,  dass  die  a:'//- Projektion  von  s^  durch  die 
gleichnamige  Spur  von  s  gehen  muss. 

Fort  II.  Schlömilch,  anal,  Geom.  II.  3 
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Es  bleibt  nun  noch  der  Winkel  zu  bestimmen,  welchen 
die  Geraden  jedenfalls  miteinander  bilden,  sie  mögen  sich 
schneiden  oder  nicht.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch 
den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  Parallelen  zu  den  ge- 
gebenen Geraden-,   die  Gleichungen  dieser  Parallelen  sind 


y  =  B.r ,         z  =  ('x\         u  =  Jji^ ,         z  =  C\ 


x: 


wir  nennen  ferner  r  die  Strecke  vom  Anfangspunkte  der 
Koordinaten  bis  zu  dem  auf  der  ersten  Parallelen  liegenden 
Punkte  xyz,  ebenso  i\  die  Strecke  vom  Koordinatenanfang 
bis  zu  einem  auf  der  zweiten  Parallelen  willkürlich  gewählten 
Punkte  x^ij^z^,  dessen  Koordinaten  den  Gleichungen 

genügen  müssen,  und  bestimmen  den  Winkel  {r)\),  welcher 
der  gesuchte  Winkel  ist.     Nach  §  5  haben  wir 


V{^'  +  y'  +  ^'){^x'  +  'Jr'  +  -^1*) 


und  hieraus  folgt,  wenn  wir  den  Winkel  (ri\)  kürzer  mit  @ 

bezeichnen  und  für  y,  z,  y^,  z^  die  vorhin  angegebenen  Werte 

setzen, 

1  +  BB^  +  CC\ 


13)  cos  &  = 


y(r+ B' +  C'-)  {1  +  B,' -\- C,^^ 


Wegen  des  doppelten  Vorzeichens  der  Quadratwurzel  liefert 
diese  Formel  zwei  Werte  von  &,  die  sich  zu  180"  ergänzen: 
in  der  That  bilden  auch  zwei  Gerade  miteinander  zwei  Winkel, 
einen  spitzen  und  einen  stumpfen. 

Soll  der  Winkel  zwischen  beiden  Geraden  ein  rechter  sein 
(wobei  sie  sich  ebensowohl  rechtwinklig  schneiden  als  kreuzen 
können),  so  muss  cos  0  =  0  werden,  also  der  Zähler  des  obigen 
Bruches  verschwinden.     Die  Gleichung 

14)  1  -{-  BB,  +  ('(\  =  0 

enthält  folglich  die  Bedingung  dafür,  dass  beide  Geraden  senk- 
recht zueinander  liegen.  Hieran  kiiüjjft  sich  die  Aufgabe  des 
nächsten  Paragraphen. 
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Senkrechte  von  einem  Pnnkte  anf  eine  Gerade. 

Die  Koordinaten  eines  gegebenen  Punktes  mögen  f,  tj,  h,  und 

1)  f/  =  Bx  +  h ,         z  =  Gx  -f-  c 

die  Gleichungen  einer  gegebenen  Geraden  sein.  Soll  nun  durch 
den  Punkt  fffh  eine  Gerade  gezogen  werden,  welche  die  durch 
Nr.  1)  au.sgedrückte  Gerade  senkrecht  schneidet,  so  hat  man  die 
Gleichungen  des  gesuchten  Perpendikels  vorläufig  in  der  Form 

2)  i)  =  Mx  -\-  M,         z  =  Nx  -f-  n 

aufzustellen  und  die  darin  vorkommenden  Unbekannten  M, 
in,  N,  n  mittels  folgender  Bedingungen  zu  bestimmen.  Weil 
erstens  die  verlaugte  Gerade  durch  den  Punkt  fyh  gehen 
soll,   muss  gleichzeitig 

3)  fi  =  Mf-{-  m,         h  =  Nf-\-n 

sein;  damit  ferner  das  Perpendikel  die  gegebene  Gerade 
schneidet,  ist  die  Gleichung 

4)  \))i  —  h)  (N  —  C)  =  in  —  c)  (M  —  B) 

notwendig;  endlich  gehört  (nach  §  8,  Nr.  14)  zur  senkrechten 
Lage  beider  Geraden  gegen  einander  die  Gleichung 

5)  1  +  BM  +  GN  =  0. 
Aus  den  Gleichungen  3)  erhalten  wir 

6)  in  =g  —  Mf,         n  =  h~  Nf, 

und  durch  Substitution  derselben  in  Nr.  4)  wird  die  letztere 
Gleichung  zu 

7)  (Gf-\-r-~-h)M—[Bf-\-b—i/)y  =  Bic  —  h)  —  G(h  —  g). 

Die  Gleichungen  5)  und  7)  bestimmen  die  beiden  Unbekannten 
M  und  N'^  setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

iF  =  B(Bf-\-  b  —  (,)  +  G{Cf-{-  c  —  h), 

8)  6^  =  G[Bic  —  h)  —  G(h  —  ,(/)]  —  (J5/-+  b—g), 
\h=  B[G(b  —  (/)  —  B{c  —  //)]  —  (C/-f  c  —  h), 

so  findet  man 
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F  '  F 


M  =  i.      y=" 


und  nachher  aus  Nr.  G) 

Zufolge  dieser  AVerte  der  vier  Unbekannten  siud  nun  die 
Gleichungen  der  gesuchten  Senkrechten 

C  H 

^)       y  —  y  =  Y  (^  —  f) ,       '^  — 1>  =  j7  <■"'■  —  /■ '  • 

oder  in  symmetrischerer  Form 

^^^  F  G  H 

Wir  suchen  zweitens  die  Koordinaten  j^^,  t/q,  ."^  desjenigen 
Punktes  zu  bestimmen,  in  welchem  die  von  fgli  ausgehende 
Senkrechte  die  gegebene  Gerade  schneidet.  Da  der  verlaugte 
Punkt  den  beiden  vorhandenen  Geraden  gemeinschaftlich  an- 
gehört, so  gelten  für  seine  Koordinaten  die  Gleichungen 

11)  G  .  ...  /         ^  /  ,'\ 

\yo  —ft^F  ^^0  ~f^'  ^"  ~  '*  ^  F  *^o  ~  f^- 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt  durch 
Elimination  von  iJq 

F{b-g)^Gf  _  Bf^h-g  ,, 

^0—  BF—G  '  BF—G 

Vermöge  der  in  Nr.  8  angegebenen  Werte  von  F  und  G 
findet  man  weiter,  dass 

BF  —  Cr  =  (Bf  +  h  —  fi)  (1  +  2>'-  +  ('-) 

ist,  und  hierdurch  vereinfacht  sich  der  vorige  Wert  von  ./,, . 
Die  zweite  und  dritte  Gleichung  in  Nr.  11)  liefern  nachher 
die  Werte  von  y^,  2^,  und  überhaupt  sind  schliesslich 

12) 


Vo  —  y     i^B--\-c'- 

_  . H 

^0  —  '*        1  _|_  BS  _j_  c* 


die  Koordinaten  des  Fusspuuktes  der  vom  Pmikte  f(/h  auf  die 
gegebene  Gerade  herabgelasseneu  Senkrechten. 
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Endlich    in(")ge    noch    die   Entfernung   p   der   Piinktf    fffh 
und  .'o:'/o'-(>  aufgesucht  werden.     Hierzu  dient  die  Formel 


p  =  Vi^;-  ff  -f  (y„  -  of  +  (^0  -  hf, 
in  welche   die   obigen  Werte   von  Xq,  i/q,  Zq  einzuführen  sind; 
man  hat  daher 

^  j       i_i.5«_)_c'* 

Dieser   Ausdruck    gestattet    noch    eine    N'ereinfachung.      Setzt 
man  nämlich  zur  Abkiirzunj; 

f!(r  —  /i)  —  ('(h  —  f,)  =  a', 

J^f  +  i>  —  y  =  y,       r/  +  c  —  A  =  <:', 

so  ist  nach  Nr.  8) 

F  =  BV  +  ('(■'.       G  =  Ca—  h\       H=  —  Ba—  c\ 

und  daraus  folgt 

¥'  +  G-  4-  m 

=  ir-  +  c'-'  +  Zif-rt'^'  4-  B'^y'  +  C2a'2  +  C^f's 

+  2  (56'6'c'  —  Ca'ft'  +  Bdc) 
=  (1  +  ^2  _!_  ^-.,  (^^;2  _|_  jp  _|_  ,/2) 

—  rt'2  —  BH:"^  —  C^h''^  +  2  (l?Cfe'c'  —  C'a7/  +  Ba'c'\. 

Substituiert  man  in  den  Gliedern  der  letzten  Zeile  für  u,  h\  c 
ihre  oben  angegebenen  Werte,  so  findet  man,  dass  sich  alles 
aufhebt  und  dass  nur  übrig  bleibt 

F^  +  G=^  +  Ä-  =  (;i  +  5^  +  C2)  (a'2  +  fe'2  +  c'2). 

Demnach  wird  aus  Nr.  13) 


^  """  K   \  1  +  B-  +  CM 


oder  vermöge  der  Werte  von  a',  ?/,  r' 

und  damit  ist  der  Abstand  des  Punktes  fgli  von  der  gegebenen 
Geraden  bestimmt. 

Zu  der  Formel  14)  führt  noch  ein  anderer  Weg,  der  von 
dem  früheren  unabhängig  und  dem  Verfahren  der  deskriptiven 
Geometrie  nachgebildet  ist.  Letztere  würde  nämlich  den 
gegebenen    Punkt   fgh    (in   der  Figur  K^)    mit    irgend    einem 


38 


Zweites  Kapitel.    Die  gerade  Linie  im  Räume. 


Punkte  P  der  gegebenen  Geraden  verbinden,  die  durch  l)eide 
Gerade  bestimmte  Ebene  in  die  Bildebene  umlegen  und  nach- 
her die  gesuchte  Senkrechte  planimetrisch  konstruieren.    Dem 

entspricht  folgende  Rechnung.    Die 
^'»  ^^-  Koordinaten    des     willkürlich    ge- 

wählten  Punktes  P  mögen  x,  y,  z 
sein,  wobei  die  Gleichungen 
ij  =  Bx-\-l, 
z  =  Cx  -\-  c 
stattfinden;    die    Entfernung    KV 
heisse    w,    so    bestimmen    sich   zu- 
nächst die  Winkel  A,  ,u,  f,  welche 
w  mit  den  Koordinatenachsen  bildet,  durch  die  Formeln 

f —  X                           9  —  y  ^  —  z 

cos  K  =  ,         cos  w  =  ■ .  cos  V  = 

Sind  femer  cc,  /3,  y  die  Richtungswinkel  der  Geraden  AP 
und  bezeichnet  «  den  Winkel  zwischen  dieser  Geraden  und 
PÄ",  so  hat  man 

cos  0)  =  cos  a  cos  A  -(-  cos  /3  cos  ju.  -f"  cos  y  cos  f , 

oder  nach  Substitution  aller  Cosinuswerte 

{f-x)^B{g-y)^Cqi-z) 


COS  (a  = 


wVl  +  B^-f  C* 


Weiter  ist 

p2  ^^  ^2  sinket)  =  1«^  —  (^t  cos  ca)^ 

=  (/•—  xf  -h  (^  —  ?/)-  +  (7«  —  .0)^  —  («<  cos  «y 

und  vermöge  des  obigen  Wertes  von  cos  oj 

oder,  wenn  alles  auf  gleichen  Nenner  gebracht  wird, 

2_  VB{f-x)-(3-y)Y^-\C{f-x)-{h-z)Y^\BQ^-z)-C{g-y)Y 
V  l_|_Bs_(_C* 

Durch  Substitution  der  Werte  von  xj  und  z  geht  diese  Formel 
in  die  frühere  Nr.  14)  über;  schneller  erreicht  man  diese 
Formel,  wenn  mau  anstatt  des  beliebigen  Punktes  V  der 
Geraden  den  besonderen  A^  d.  i.  x  =  0,  //  =  ?' ,  z  ^  c 
verwendet. 
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Die  für  p  entwickelten  Formeln  dienen  auch  zur  Bestimmung 
des  Abstandes  zweier  parallelen  Geraden,  deren  Glei- 
chungen 

I  y  =  Bx  -\-  hl ,         z  ^  Cx  -\-  c^ 

sein  mögen.  Setzt  man  nämlich  fest,  dass  der  Punkt  fyli  auf 
der  zweiten  Geraden  liegt,  dass  mithin  die  Gleichungen 

g  =  Bf+B,,  h=Cf+c, 

stattfinden,  so  ist  seine  Entfernung  von  der  ersten  Geraden 
einerlei  mit  dem  gegenseitigen  Abstände  beider  Parallelen. 
Zufolge  der  vorstehenden  Werte  von  g  und  //  erhält  man 
zunächst 

16)  \a  =  {c  —  q)  BC  —  (&  —  \)  (1  +  c-') , 

E=  (h  —  \)  BC—(c  —  cj  (1  +  -B^) , 
und  nachher  ist  wie  in  Nr.  13) 


Anhang  zum  zweiten  Kapitel. 

I.     Die   Gerade,    bezogen    auf   ein    schiefwinkliges 
Koordinatensystem. 

Die  Entwickelungen  des  §  6  bleiben  für  ein  schiefwinkliges 
Koordinatensystem  insofern  ungestört,  als  auch  hier  die  Be- 
stimmung der  Geraden  durch  zwei  ihrer  (schiefwinkligen)  Pro- 
jektionen erfolgt.  Denkt  man  sich  wieder  die  Ebenen  xy  und 
xz  zu  Projektionsebenen  genommen,  so  sind  wie  früher  die 
Gleichungen  der  Geraden: 
1)  //  =  Bx  -\-h,        s  =  Cx  -f  c , 

wobei  h  und  c  die  Koordinaten  der  «/^-Spur  der  Geraden  be- 
deuten. Dacreffen  ändern  sich  die  Formeln,  worin  Winkel  vor- 
kommen,  Aveil  die  Dreiecke,  aus  denen  jene  Winkel  gefunden 
werden,  nicht  mehr  rechtwinklige  sind. 

Bezeichnen  wir   die  gegebene,   durch   die   Gleichungen  1) 
bestimmte  Gerade  mit  s,   ihre  Projektionen  mit   s    und  s" ,   so 


40  Zweites  Kapitel.     Die  gerade  Linie  im  Kaume. 

haben  wir  nach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geometrie 
der  Ebene 

2)     tan  (5'^)  =  -^^^-^,       tan(.s--a:)=    -fr^^f    -, 

woraus   für    i  (xy)  =  L  h'^)  =  90"  die   speziellen   Formeln   2  i 
in  §  6  hervorgehen. 

Um  ferner  die  Winkel  zu  bestimmen,  welche  die  Gerade  .9 
mit  den  Koordinatenachsen  einschliesst,  denken  wir  uns  durch 
den  Koordinatenanfang  parallel  zu  s  eine  Gerade  gezogen  und 
auf  dieser  einen  beliebigen  Radiusvektor  r  abgeschnitten,  dessen 
Endpunkt  die  Koordinaten  x,  y,  z  haben  möge;  die  Winkel 
{sx),  (sy),  (sz)  sind  dann  identisch  mit  den  Winkeln  (rx), 
(ry),  {t'z).  Wegen  rjjs  ist  nun  /j|s',  /'Ijs";  die  Konstanten 
jB  und  C  sind  daher  für  beide  Geraden  dieselben,  d.  h. 

y  =  Bx ,         ,i  =  Cx. 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

cos  (xy)  =^  y ,         cos  (zx)  =  ß ,         cos  (yz)  =  a , 

so  ist  nach  den  Formeln  des  Anhanges  zum  ersten  Kapitel 


=  Yx'  +  2/^  +  „-'  +  2ayz  +  2ßzx  +  2yxy, 
cos  (rx) 
cos  (ry) 


cos  (rx)  =  —      ^      '^ 


r 

y  -^  az-\-  yx 


COS {rz) 


—  •  +  P^'+  "^y, 


wenn  man  hier  die  Werte  y  =  Bx  ^  z  =  Cx  substituiert  und 


zur  Vereinfachung  das  Zeichen 


3)  7)  =  |/1  -|_  52  _|_  ^-2  _|_  2aBC  ^2ßC-i-2yJB 
benutzt,  so  erhält  mau 

cos  (5^0  =  —      n  > 

4)  i  cos  (sy)  =      ^  D         , 
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II.     Der  Winkel   zwisclieii   zwei   Geraden. 
Zu    jeder    von    den    beiden     r^egebenen    Geraden .    welche 
durch  die  Gleicliungen 

I .'/  =  Bx  +  h ,  ■:  =  Cx  +  <■ , 

bestimmt  sein  mögen,  denken  wir  uns  durch  den  Koordinaten- 
anfang eine  Parallele  gelegt;  auf  der  ersten  Parallelen  sei  ein 
willkürlicher  Radiusvektor  r  abgeschnitten,  dessen  Endpunkt 
xyz  heissen  möge,  ebenso  auf  der  zweiten  Parallelen  ein 
Radiusvektor  r,  mit  dem  Endpunkte  x^iiyZ^-^  es  ist  dann 

1/j     =     Bx  ,  Z    =     CX]  //i     =    ByXy,  ^1     ==     Cy  Xy   . 

Ferner  haben  wir  nach  den  im  Anhange  zum  ersten  Kapitel 
entwickelten  Formeln 


,•    =  )/a-2  H-  y^  +  ?  -f  2ayz  +  2ßzx  +  2yxy, 

cos (rr  )  =  ^"^''+^yi+^^'  +  "(y^i+yi^^+P^^^x+gia:)+y(a^yi+a;iy) . 

Hier  sind  die  vorigen  AVerte  von  y,  z,  y^,  z^   zu  substituieren, 
und  wenn  man  dabei  zur  Abkürzung 


ID  =yi  -\-  B^-\-  C-'-^2aBC-\-2ßC-\-2yB, 
\  1)^  =  ]/r+  B;^  +  C\'  +  2aByCy  +  2ßCy  +  2yB, 
setzt,  so  ergiebt  sich,  weil   L{>'>'i)  =  L{sSy)  ist, 

ö)   cosi^s^^; jjj^ 

Als  Bedingung  für  die   gegenseitige  senkrechte  Lage  der 
beiden  Geraden  findet  man  hieraus 

4)  l-{-BB,-^CC\+a(BCy-i-B,C)-\-ß(C+C,)-\-y(B-j-B,)=0. 

Wir  knüpfen  an  diese   allgemeinen  Formeln  die  Lösung 

einiger,  die  gerade  Linie  betreffenden  komplizierten  Aufgaben, 

wobei  wir  ein  beliebiges  Koordinatensystem  zu  Grunde  legen. 

ni.     Gerade   durch   einen   Punkt    und    zwei    Gerade. 
Wie  aus    den    Elementen    der    Stereometrie    bekannt    ist, 
Kisst   sich   durch   einen    gegebenen    Punkt   immer    eine   Gerade 
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SO  zieheu,  dass  sie  zwei  bestimmte,  nicht  in  einer  Ebene 
liegende  Gerade  schneidet.  Um  dasselbe  Problem  analytisch 
zu  lösen,  bezeichnen  wir  den  gegebenen  Punkt  mit  ((jh  und 
nennen 

\y  =  B,x  +  h^ ,         z  =  C\x  +  e, , 

\y  =  B./X  -\-  \,  Z  =  C^X  -\-  q 

die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden,  sowie 

2)  y=p.c  +  p,         z=Qx^q 

die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden.     Die  Bedingung,  dass 

letztere    durch    den    Punkt    fffli    gehen    soll,    wird    durch    die 

Gleichungen 

ausgedrückt;  die  zweite  Bedingung,   dass   die  gesuchte  Gerade 

jede  der  beiden  gegebenen  Geraden  schneiden  soll,  liefert  die 

Gleichungen 

4x  p-\  _P-B,  p-b,_P-B, 


q-c,  Q-C\'  q  —  c,  Q-C,' 
und  so  hat  mau  zusammen  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  vier  Unbekannten  P,  p,  Q,  q.  Substituiert  man  die  aus 
Nr.  3)  gezogenen  Werte 

5)  P  =  9-  Pf,        q=^h~  Qf 

in  die  Gleichungen  4),  so  ergeben  sich  nach  Wegschaffung  der 

Brüche  die  neuen  Gleichungen 

(C^f+  c,  —  h)F  —  {B,f-{-  h,  —g)  Q  =  BM,—h)  -  C.ih—g) , 
woraus  P  und  Q  leicht  zu  entwickeln  sind.  Ziu-  Abkürzung  sei 
-ßi  (^1  —  ^' )  —  Ci  (b^  —g)  =  Ic, ,        B.  (Co —h)  —  c,  (6,  —g  )=\, 

^1  f  +  t'i  —  //  =  n, ,  C.,f-{-  c.  —  h  =  n^ : 

die  Werte  von   P  und  Q  sind  dann  folgende: 

*M       11         -»>1       AI         *  '-' 


m^  n,  —  ;;»,»?,  '  ^         Wj  «,  —  m^n^  ' 

hieraus  finden  sich  p  und  q  nach  Nr.  ö)  und  schlie.sslich  sind 
die  Gleichungen  der  verlanijten  Geraden 

6)      //  —  7=  ■— -—^(x  —  f),      .:—/<=---! !_J  (/._/), 

^  m^  n„  —  ))K »',  tM,  »o  —  »«j ",  ' 


Aiiliaiij^  zum  /.wiMton    Kapiti'l 
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Für    (lio    Koordiiiiitoji    der    Durchschnitte    dieser    Geraden 
mit  den  gegebenen  (Jeraden  findet  niun  nach  §  8 


7) 


P  —  B,_ 

h,F-pB, 

P—B, 


q  —  c, 


ßC,  . 


Q-c, 


A\ 


Vi 


z^^= 


CiQ  —  if^i 


Q-C,     ' 

wo  die  oben  angegebenen  Werte  von  P,  p,  Q,  q  zu  sub- 
stituieren sind. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  vereinfachen  sich,  wenn  man 
dem  Koordinatensysteme  eine  besondere,  gegen  die  gegebenen 
Geraden  symmetrische  Lage  erteilt;  man  erhält  eine  solche 
auf  folgende  Weise.  Aus  den  Elementen  der  Stereometrie  ist  be- 
kannt, dass  immer  eine  Gerade  existiert,  die  zwei  gegebene  sich 
kreuzende  Gerade  senkrecht  schneidet  und  die  Entfernung  beider 
gegebenen  Geraden  angiebt  fwie 
man  sie  analytisch  bestimmen  kann, 
wird  später  gezeigt  Averden);  diese 
Gerade  nehmen  wir  zur  ^- Achse, 
sie  schneidet  die  gegebeneu  Geraden 
C^Di  und  0.2^.^  in  zwei  Punkten 
Ci  und  Cg,  zwischen  welche  wir 
den  Koordinaten anfang  in  die  Mitte 
legen,  so  dass  OC^  =  c  und 
0  0^  =  —  c   ist ;   ferner  ziehen  wir 

durch  0  Parallelen  zu  0^0^  und  C^D.^,  halbieren  die  Winkel 
zwischen  diesen  Parallelen  und  nehmen  die  aufeinander  senk- 
rechten Halbierungslinien  zu  den  Achsen  der  x  und  der  y. 
In  Beziehung  auf  dieses  neue  rechtwinklige  Koordinatensystem 
sind  die  Gleichungen  der  o-eorebenen  Geraden 

II  =  Bx ,  s  =  c, 

?/ =  —  Bx ,        z  =^  —  c, 
also  durch  Vergleich  mit  dem  früheren 

B^  ^B,  ^  =  0,         C,  =  0,        q  =  c, 

B,  =  —  B,         \  =  0,         a  =  0,         f,  =  —  c; 
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hieraus  ergeben  sich  die  Werte 

m^  =  Bf  —  g,  m^_  =  —  (Bf-\-g), 

n^  =  c  —  h,  rio  ==  —  (c-\-h), 

und  als  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden 

^)     y       9—     cg  —  Bfh     ^^       '''         -  cg  —  Bfh^^       '> 

Liegt    der  Punkt  fgh  auf  einer   der  gegebenen  Geraden,    wie 
z.  B.   wenn  g  =^  Bf  und  h  =^  c ,   so   nehmen  die  Koeffizienten 

'  ...  0 

von  X  —  /"  die  vieldeutige  Form  -    ^^  und  geben  dadurch  zu 

erkennen,   dass   die  Aufgabe   in    diesem  Falle   unbestimmt   ist. 

IV.    Transversale   zu  zweien   und  Parallele  zur  dritten 
von   drei   gegebeneu   Geraden. 


Wenn  drei  gegebene  Gerade  durch  die  Gleichungen 

II  ^  Br  +  b,  .:  =  Cx  +  c, 


1)  {y  =  B,x-{-h,,         i  =  6>-f 


1  7 


y  =  B.,a' -{- h, ,  z  =  a.r  -\-  c. , 

bestimmt  sind,  so  kann  nach  einer  Agierten  Geraden  gefragt 
werden,  welche  der  ersten  parallel  ist  und  die  beiden  anderen 
schneidet.  Die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden  möijeu 
heissen 

2)  y  =  Pa--j-p,         z=Qx  =  r^ 

vermöge   des  Parallelismus   dieser  und   der   ersten  Geraden  ist 

3)  P=7i,         Q=C; 

weil  ferner  die  verlangte  Gerade  die  beiden  übrigen  Geraden 
schneiden  soll,  müssen  noch  die  Gleichungen 

4)  P^^_P-_B,  t^-U^_P-£, 
^                  2-q          Q-C,  <i-c,         Q-C, 

erfüllt  sein.  Nach  Substitution  der  Werte  von  F  und  (^ 
werden  aus  diesen  Gleichungen  die  folgenden 

(C-  C\)2>  -  {B-B,)q  =  h,{C-  C)  -  c,iB-  B,), 
(C—  C\)p  —  {B—B,)<j  =  h,{C—  C\)  —  cjn—  II), 
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aus   denen    sich    /;    und    7    bestimmen    lassen.      Setzt    man    zur 
Abkürzung 

I  h{c— c,)  —  c,(B  -  a)  =  fi, . 

so  sind  die  Werte  von  j)  und  q : 

U        fji  — 


Q  = 


(B  -  B,)  (C  -  C,)  -{B-  B,)  {C-C,)' 
d,(C-G,)  -d,{C-C,) 


{B  -  B,){C!  -  C)  -  {B  -  B,){C  -  C,) 


Die  Gleichungen  der  verlangten  Geraden  lauten  demnach 

wobei  i»  und  q  die  oben  angegebenen  Werte  besitzen.  Die 
Durchschnitte  dieser  und  der  beiden  anderen  Geraden  finden 
sich  durch  Formeln,  welche  mit  den  unter  Nr.  8)  und  9)  des 
vorigen  Paragraphen  entwickelten  übereinstimmen,  in  denen 
aber  P  =  -6',  Q  =  C  und  für  p  und  q  die  obigen  Ausdrücke 
zu  setzen  sind. 

Weit  einfacher  wird  die  Lösung  unserer  Aufgabe,  wenn 
wir  ein  in  Beziehung  auf  die  drei  gegebenen  Geraden  sym- 
metrisch liegendes  Koordinatensystem  wählen.  Denken  wir 
uns  zunächst  durch  irgend  einen  Punkt  im  Räume  Parallelen 
zu  den  drei  Geraden  gelegt  und  diese  als  Koordinatenachsen 
genommen,  so  erhalten  wir  als  Gleichungen  der  drei  Geraden: 

y  =  h,      -'-  =  Ci , 

dieses  Koordinatensystem  verschieben  wir  parallel  nach  einem 
Punkte,  dessen  Koordinaten  sind 

und  haben  so,  wenn  die  neuen  Koordinaten  mit  x',  y\  z  be- 
zeichnet werden: 

//'  +  K^i  +  y  =  ^1,     ^'  +  Mfi  +  ^.)  =  ^i, 

•'■'  +  \  iSh  +  «3)  =  «2 .         -"'  +  Y  l^i  +  Co)  =  C2 , 
X  +  \  ( «2  +  «3 )  =  o,, ,         //'  +  \  (b^  +  ^3)  =  63  ; 
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lassen  wir  endlich   die   nicht   mehr   nötigen   Accente    weg   und 
setzen  zur  Abkürzung 

^(a^  —  a^)  =  f,         i^(o^  —  h^)  =  (/,         i(ci  — ej,i  =  A, 

so  sind  die  Gleichungen   der  drei  gegebenen  Geraden: 

iy=ff,  z=h. 

8)  U=/',  z^^h, 

\x  =  —f,  y  =  —g. 

Zu    demselben    Koordinatensysteme    gelangt     mau     auch, 
wenn   man    durch  jede    der  gegebenen   Geraden    zwei   Ebenen 

parallel  zu  den  anderen  Ge- 
raden legt,  den  Mittelpunkt 
(Diagonalendurchschnitt)  des 
von  diesen  sechs  Ebenen  be- 
grenzten Parallelepipedes  zum 
Koordinatenanfang  nimmt  und 
durch  ihn  die  Koordinaten- 
achsen parallel  zu  den  ge- 
gebenen Geraden  zieht.  Soll 
nun  die  gesuchte  Gerade  der 
ersten  Geraden  parallel  liegen, 
so  sind  ihre  Gleichungen 

soll  sie  ferner  die  anderen  Geraden  schneiden,  so  ergeben  sich 

die  Bedingungen 

—  h  ^  q     und      —  (j  =  p ; 

die  Gleichungen  der  verlangten  Geraden  sind  folglich 

9)  y  =  —  (j     und     z  =  —h, 

wie   mau   geometrisch   leicht   verifizieren   kann.     In    der    Figur 
ist  die  fragliche  Gerade  mit  MN  bezeichnet. 


V.    Transversale    zu   vier  gegebenen   Geraden. 

Dass  die  Aufgabe,  „eine  Gerade  zu  finden,  welche  drei 
gegebene  Gerade  schneidet",  unbestimmt  ist,  erkennt  mau  leicht 
aus  Nr.  Ill,  wenn  man  den  dort  gegebenen  Punkt  {fgh)  auf 
einer  dritten  Geraden  fortrücken  lässt;  bestimmt  dagegen  ist 
die   Aufgabe,    „eine   Gerade   zu   finden,    welche   vier    uegebene 
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(ierade  schneidet,  vorausgesetzt,  dass  kein  Paar  dieser  Geraden 
in  einer  Ebene  lieirt.     Sind 


1) 


y  =  B^x  -h  /v, ,        2=  C, X  +  t', , 


q  —  c 

-    Q-C 

a-c,       Q-c\ 

l:~j!i 

P-B, 

p-b,        P-B^ 

q  —  c._ 

Q-(^, ' 

'/-<•,        Q-c 

die  Gleichungen  der  gegebenen  und 

-)  y  =  P^-\-  p,      y  =  Q^  H-  s 

die  der   gesuchten  Geraden,   so  müssen  die   vier  Unbekannten 
Pj  P)  Q}  Q.   ^^^  folgenden  vier  Gleichungen  genügen: 
p  —  h_P—B  p-h^_P—B^ 

3) 

welche  zur  Bestimmung  jener  Grössen  hinreichen.  Um  aber 
den  Weitläufigkeiten  zu  entgehen,  welche  die  Auflösung  der 
vorstehenden  Gleichungen  mit  sich  bringt,  wollen  wir  die 
Grössen  p  und  q  vermeiden  und  zunächst  den  Punkt  x^y^z^ 
aufsuchen,  in  welchem  die  verlangte  Gerade  die  erste  der  ge- 
gebenen Geraden  schneidet.  Da  der  genannte  Punkt  beiden 
Geraden  zugleich  angehört,  so  gelten  für  seine  Koordinaten 
die  Gleichungen 

•4)  //o  =  ^'o  +  ^'  y 

5)  y^  =  F.r^-\- p, 
woraus  mau  durch  Elimination 

6)  p  =  h^{B-F)x,, 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  drei  letzten  Gleichungen 
von  Nr.  3)  liefert  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  P,  Q 
und  Xq-^  die  Substitution  in  die  erste  jener  Gleichungen  ist 
nicht  mehr  nötig;  denn  dass  die  gesuchte  Gerade  die  erste 
Gerade  schneidet,  ist  schon  dadurch  ausgedrückt,  dass  beide 
den  Punkt  ^iol/o-^o  gemein  haben  sollen.  Die  zweite  Gleichung 
in  Nr.  3)  wird  nach  der  angedeuteten  Operation  zur  folgenden: 

[c,  -  c  +  (C,  -  G)x,'\P-\h,  -  h  +  iB,-B)x,]  Q 
=  B,{c,  -  c)  —  C,(h,  -  &)  +  (BC\  —  B,C)x^ 


"0 

= 

Cx, 

+ 

c, 

^0 

= 

Px, 

+ 

<1, 

ron 

.Vo 

und 

~"o 

erhält: 

2 

= 

f'  + 

(C 

-0^0 
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und  von  ähnlicher  Gestalt  sind  die  aus  den  zwei  anderen 
Gleichungen  entstehenden  neuen  Gleichungen.  Zur  Abkürzung 
sei  nun 

A(q-c)  -  C,{h,  —  h)  =  /,,  BC\  -  B,C  =  L,, 
B^{c.  —  c)  —  C^{h  —  b)  =  I,,  BC^  —  B^ C  =  Z, , 
-B3  (C3  —  c)  —  (3  (h  —  ^)  =  h,        BCs  —  B^C=L^, 

Ify    h=^    Uly    ,  By    B=    My,  C,     C    ^    «^    ,  Cj    C  =    Xj    , 

^2  —  b^  m.2 ,      B^  —  B=^  31.^,      Co  —  c  =  n., ,       C\,  —  C=  X , 

h.^  —  b  =  m^,      Bo^  —  B=M.^,      c^  —  c  =  n.^,      C.^  —  C=X,,, 

die  aufzulösenden  drei  Gleichungen  sind  dann  folgende: 

(w,  +  N,Xq)  P  —  (m,  +  3I,Xo)  Q  =  !,-{-  L,x, , 

(wg  +  K^Xq)  P  —  (»?2  +  M.Xq)  Q  =  l.^  +  L^x^, 

(n^  +  N^Xq)  P  —  («?3  +  M^x^)  Q  =  l^-\-  L^x^. 

Aus  den  beiden  ersten  ergeben  sich  für  P  und  Q  die  Ausdrücke 

{\  +  L^x^)  {in^-\-  M^x^)  —  (/j  +  ij^o)  (»4+  M^x^) 


1)        P  = 


{nK-\-M,_x^)  {n,  +  N^x^)  —  {m,-^3I^x^)  (»3+  N^x^)' 


9) 


^         '^        (JH,+  Jfg  a^o)  («1  +  iVi  iCo)  -  (m,  +iJfi  Xo)  K  4-  JVj  a;J  ' 

und  wenn  man  diese  in  die  letzte  der  obigen  drei  Gleichungen 
substituiert,  so  bleibt  folgende  nur  die  eine  Unbekannte  x^ 
enthaltende  Gleichung  übrig: 

(«3  +  NsX^)[(ly  +  X,  a;o)(>>/,+3/o.ro)  —  0.2  +  4^o)('"i+ J^i  -^0^] 
—  (M3+iJf3a;o)[(7^  +  L,x^){n,  +  N,Xq)—{I,  +  A>^o)(wi  +  -ZV^a-o)] 
=  (lg  +  LsX^^ [(m,-\-M,XQ) (71,  -\-  N,x^)—(nL2-\-M,x;)(n^  +  i^^-rj] . 

Nach  Ausführung  der  augedeuteten  Multiplikationen  kann  man 
alle  Glieder  auf  eine  Seite  bringen;  dies  giebt  eine  kubische 
Gleichung  von  der  Form 

10)  x  +  ;../,  +  «.v  +  ^V  =  o, 

und  zwar  ist  der  Koeffizient  der  höchsten   Potenz 

Dieser  Ausdruck  zieht  sich  sehr  zusammen,  wenn  man  beachtet, 

dass 

L,  =  BC,—B,C=  B{t\  —  (')  —  C{B,  —  B)  =  BN,  —  CM, 
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und  ebenso 

L.,  =  BK,  —  CM., ,        L.,  =  BN^  —  CM^ 

ist;  es  findet  sich  nämlich  durcli  Ausführung  der  Multipli- 
kationen und  Vereinigung  der  mit  B  und  C  behafteten  Glieder 

V  =  B\N,  {M, N-M, X,)  +  K  {M, N-M, N,)  +  N,  (M, N-M, N,)\ 
+  C[M,iM,  N,-3I,  N,)  +  M,{31,  N~M,  N,)  +  M,{M,  N,-M,  N,)] , 

d.  h.   V  =  0. 

Die  Gleichung  10)  ist  daher  nur  eine  quadratische  und  liefert 
im  allgemeinen  zwei  Werte  von  Xq  ;  die  Gleichungen  7)  und  8) 
bestimmen  nachher  die  Unbekannten  P  und  Q,  die  in  Nr.  6) 
verzeichneten  Gleichungen  endlich  liefern  p  und  q.  Hierin 
liegt  in  der  That  eine  vollständige  Lösung  der  Aufgabe^  doch 
ist  nicht  zu  leugnen,  dass  die  ganze  Rechnung  etwas  un- 
behilflicher Natur  ist  und  namentlich  zu  einer  Konstruktion 
der  verlangten  Geraden  gänzlich  unbrauchbar  sein  würde.  Wir 
geben  daher  eine  zweite  weit  einfachere  Behandlung  des 
Problems. 

Die  in  Nr.  1)  erwähnten  Geraden  mögen  kurz  s,  s^,  s.,,  s^ 
und  die  gesuchte  Transversale  mag  t  heissen;  durch  jede  der 
drei  Geraden  6\,  s.,,  s^  legen  wir  zwei  Ebenen  parallel  zu  den 
beiden  übrigen  Geraden,  nehmen  den  Mittelpunkt  des  von  den 
entstandenen  sechs  Ebenen  begrenzten  Parallelepipedes  zum 
Koordinatenanfang  und  ziehen  durch  ihn  die  Koordinaten- 
achsen parallel  zu  den  Geraden  .Sj,  .s^,  s^.  Wie  im  vorigen 
Abschnitte  haben  wir  dann 

[  //  =  fj ,  z  =^  li  als  Gleichungen  von  s^ , 

11)  .^^^A  z  =  —  h      „  „  „     s,, 

ferner  seien  wie  vorhin 

12)  ?/  =  Bx  -\-  h ,       ,"  =  C.i  -f-  ('  die  Gleichungen  von  s , 

13)  y=^Px-{-p,       z^Qx-\-q    „  „  „f. 
Die  Bedingung  für  den  Durchschnitt  von  t  mit  s  ist 

Fort  u.  Schlömilcli.  anal.  Geom.  II.  4 
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die  Bedingung  für  den  Durchschnitt  von  t  mit  s^ 

J  q-  h  Q 

Wenn  ferner  ein  Durchschnitt  von  f  mit  s^  existieren  soll,  so 
muss   die   ,r^ -Projektion   von    t    durch    die    gleichnamige   Spur 
von  $2  gehen;  dies  giebt 
m)  —h=Qf-{-g- 

•'ndlich  schneiden  sich  t  und  s^,  wenn  die  ««/-Projektion  von 
t  durch  die  a;?/-Spur  von  Sg  geht,  d.  h.  wenn 

17)  -g  =  -Pf^p. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgen  die  Ausdrücke 

18)  P  =  '^",       Q^-'-f^ 

und  durch  Substitution  derselben  verwandelt  sich  die  Gleichung 
15)  in  die  nachstehende 

19)  pq  =  (ß\ 

auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  aus  Nr.  14),  wenn  man  das 
vorstehende  Ergebnis  benutzt, 

20)  (c-h-Cf)p-\-(h-g+Bf)q  =  2g]i-h(h-\-Cn-cig-Bf). 

Die  Bestimmung  von  j>  imd  q  aus  den  Gleichungen  19)  und 
20)  unterliegt  jetzt  keiner  Schwierigkeit;  die  Formeln  in  18) 
geben  nachher  P  und  Q,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Be- 
sonderes Interesse  gewährt  es  aber,  die  geometrische  Bedeutimg 
der  letzten  Gleichungen  aufzusuchen  und  daraus  eine  Kon- 
struktion der  Transversale  t  herzuleiten. 

Die  Gleichung  19)  sagt,  dass  die  v^-Spur  der  Geraden  t, 
nämlich  der  Punkt  ^^g-,  auf  einer  Hyperbel  liegt,  deren 
Asymptoten  die  Achsen  der  y  und  der  s  sind  und  deren  Potenz 
dem  Produkte  gh  gleich  kommt;  die  Gleichung  20)  giebt  zu 
erkennen,  dass  der  Punkt  pq  einer  Geraden  angehört,  welche 
von  der  ?/- Achse  das  Stück 

*^*~  c-h-Cf 

und  von  der  ^"-Achse  die  Strecke 

_  2(jh-b{h-\-Cf)-c{g-Bn 
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iibschiieidet ;  der  l'ujikt  jxi  ist  deiniiach  dt*r  Durchschnitt  jeuer 
Hyperbel  mit  dieser  Geraden.  Um  nun  die  Strecken  m  und 
II  zu  konstruieren,  legen  wir  durch  den  Puiikt  — /",  — g,  -\- h 
eine  l'arallcle  zu  s  und  suchen  ihre  //i'-Spur;  die  Gleichunj^en 
der  traulichen  Parallelen  sind 

//  -^,,=  B(x-\-  f)  ,         z  —  li  =  Cix  +  /) , 
oder 

,l  =  Bx  —  (i^  Bf,         .z  =  Cx  +  A  +  Cf, 

mithin   die   Koordinaten  ihrer  //^-Spur 

^  =  --//  +  ■B/■,       r,  =/,  +  ('/: 

Legen  wir  zweitens  durch  deu  Punkt  -\-  f,  -j-  (J,  —  //  eine 
Parallele  zu  .s,  so  ei-halten  wir  für  die  Koordinaten  ihrer 
;?/^-Spur 

f'.,  =  II  —  Bf,         '■>  =  —  h~  Cf 
d.  i. 

/>2  =  —  h^      und     <?._,  =  —  Cy. 

Vermöge  dieser  Werte  können  die  für  m  und  ii  angegebenen 
Ausdrücke  auf  folgende  Form  gebracht  werden: 

2  fl  /(      ,    h  c.  —  h.  c 

III  =  -^      -\-     ' '  - 

c  —  r,     '       q  —  c    ' 

2<//i      |_  hc^  —  &5C 

Xun  stellt  aber  der  Ausdruck 

hc,  —  b,  c 


Cj  —  c 
das   Stück  dar,   welches    die   Verbindungslinie    der  Pmikte   bc 
und  &^Ci   von   der  ?/- Achse  abschneidet  und  welches  kurz   m^ 
heisseu  möge,  ebenso  bedeutet  der  Ausdruck 

h  —  hl' 
die  Strecke,   welche   die  Verbindungslinie   der   Punkte   hc  und 
\c^  auf  der  ^-Achse  abschneidet  und  die  wir  kurz  »^  nennen; 
es  ist  daher 

21)  ni  =  ,  ,  ^'       +  in, ,         II  =  ,  ,/',  ,  -f  n., . 

und  diese  Ausdrücke  sind  einfach  genug  für  eine  geometrische 
Konstruktion;  letztere  besteht  nämlich  aus  folgenden  Opera- 
tionen. 

4* 
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Fig.  19. 


Mau  konstruiert  zunächst  die  vorhin  erwähnte  Hyperbel 
zwischen  den  Asymptoten  OY  und  OZ  mit  der  Potenz  gh; 
zu  der  gegebenen  Geraden  s,  deren  ?/^-Spur  die  Koordinaten 
h,  c   besitzt  und  Ä  heissen  möge,  legt  man  durch  den  Punkt 

—  f,    —  0,    +  ^'    ''»1    <ie^" 
Figur  H' )  eine  Parallele  und 

bestimmt  ihre  v/f'-Spur  A^, 
deren  Koordinaten  //^  und  f, 
sind:  auf  gleiche  Weise  hat 
man  durch  den  Punkt  -|-  /j 
-\-  g,  —  h  (in  der  Figur  H') 
eine  Parallele  zu  s  zu  legen 
und  ihre  y^'-Spur  Ä^^  aufzu- 
suchen, deren  Koordinaten  /a, 
und  Co  sind.  Die  Gerade  AA^^ 
schneidet  von  der  i/- Achse  ein 
Stück  ab,  Avelches  mit  )h^  einerlei  ist,  ebenso  schneidet  AA^ 
von  der  ^- Achse  eine  Strecke  =  n^  ab;  das  erste  Stück  ver- 
grössert  man  um  die  zur  Ordinate  J-(c — cj  gehörende  Hyperbel- 
abscisse,  das  zweite  Stück  um  die  zur  Abscisse  \{h  —  &o)  ge- 
hörige Hyperbelordinate,  und  erhält  hiermit  auf  der  ?/- Achse 
die  Strecke  OM^^itt,  sowie  auf  der  ^- Achse  die  Strecke 
ON^^n.  Die  Gerade  MN  schneidet  die  Hyperbel  in  zwei 
Punkten  C/,  V,  und  diese  sind  die  //^-Spuren  der  beiden 
Geraden,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen.  Will 
man   endlich   die   verlangten   Geraden   selber   konstruieren,   so 

braucht  man  nur  durch  den  einen 
oder  anderen  der^  Punkte  U  und  V 
eine  Gerade  zu  legen,  welche  zwei 
der  gegebenen  Geraden,  etwa  .s  und  s^, 
schneidet. 

AVir  haben  bei  der  angegebenen 
Konstruktion  eine  Hyperbel  benutzt, 
weil  sich  diese  sehr  unj^ezwunffen 
darbot,  können  aber  auch  auf  folgende 
AVeise  statt  der  Hyperbel  einen  Kreis 
verwenden.  Nachdem  ni^  und  )i._.  wie  vorhin  bestimmt  worden 
sind,  konstruieren  wir  die  Ausdrücke 


Fig.  20. 
S. 


v-:- 


M     P 
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-^'^—     und  ^/' 

iils  vierte  l'r()porti(jiiJileii  und  leiten  diuaus  nach  Formel  21j 
;>/  und  n  ab,  wodurch  wir  wieder  zu  der  Geraden  MN  ge- 
langen. Es  kommt  nun  bloss  darauf  an,  in  MN  den  Punkt 
r  (oder  F)  zu  finden,  dessen  Koordinaten  OP  =  p  und 
OQ  =  f/  der  Gleichung  pq  ^=  f/h  genügen.  Setzen  wir  die 
bekannte  Strecke  MN=l,  die  unbekannten  Stücke  MU=ii 
und  NU=  V,  so  ist  in  den  ähnlichen  Dreiecken  OMN, 
.PMU  und  QNU 

l  :  nt  ^  ü  :  p     mithin     )>  ==    j-  , 

^ :  n  =  u:q  „  7  =  -  — ; 

an  die  Stelle  der  Gleichung  pq  =  (/h   tritt  daher  die  folgende 

UV  ==      —     oder     uv  =  k^, 

worin  /.■  zur  Abkürzung  dienen  möge  und  mittels  der  Proportion 

22)  ]/;«w  :  Ygh  =  l : /,■ 

leicht  konstruiert  werden  kann.  Ausserdem  haben  wir  tt  -f-  r  =  / 
und  durch  Verbindung  beider  Gleichungen 

Dies  giebt  folgende  Konstruktion.  Nachdem  //  mittels  der 
Proportion  22)  bestimmt  ist,  beschreibt  man  über  MN  als 
Durchmesser  einen  Halbkreis,  trägt  in  diesem  von  M  aus  die 
Linie  3IS  =  2h  ein,  nimmt  NT  =  NS  und  halbiert  die 
Strecke  MT  in  Z7;  der  zweite  Punkt  V  liegt  von  N  aus  in 
der  Entfernung    Nr=  MU. 

VI.     Senkrechte    von    einem    Punkte    auf   eine    Gerade. 

Die  Koordinaten   eines  gegebenen  Punktes  mögen  f,  y,  h 
heissen  und 
1)  ij  =  Bj:  -\-h,         z=Cx-\-c 

die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden.  Soll  nun  durch  den 
Punkt   fgh    eine    Gerade    gezogen    werden,    welche    die    erste 
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Gerade   senkrecht   schneidet,   so   sind   die   in   den   Gleichungen 
des  gesuchten  Perpendikels  etwa 

2)  y  =  Mx  -\-  m  j         z  =  Nx  -f  u 
vorkommenden  vier  Unbekannten  M,  N,  m,n  mittels  folgender 
Bedingungen  zu  bestimmen.    Weil  erstejis  die  verlangte  Gerade 
durch  den   Punkt  fgh  gehen  soll,   ist 

3)  fji  =  Mf  +  m ,         h  =  Nf  +  n ; 

weil  ferner  das   Perpendikel    die    gegebene   Gerade    schneiden 
soll,  muss  die  Bedingungsgleichung 

4)  (///.  —  h)  (N—  C)  =  (n  —  c)  (M—B) 
stattfinden;  endlich  gehört  zur  senkrechten  Lage  beider  Geraden 
gegeneinander  die  Gleichung  (II,  Nr.  4) 

1  +  ]UI-\-  CN  I 

^^      -{-a(BK-\-CM)-^ß(C-^^^)-\-y(B-\-M}\  ^  *''' 

in  welcher  wir   die   gleichartigen  Grössen   vereinigen,   so   dass 
die  Gleichung  lautet 

6)     (B-^y-{-  Ca)  M  +  (C+  ß  +  Ba)  K  =  —  (l^By-{-Cß). 

Aus  den  Gleichungen  3)  erhalten  wir 
7  )  m  =^  (j  —  3If,         n  =  h  —  Nf, 

durch    deren    Substitution    die    Gleichung  4)    in    die    folgende 
übergeht: 

8)  {Cf+c  —  h)M—(Bf+h  —  (j)N=B[^c  —  li]  —  C\h  —  (l). 

Die  Gleichungen  3)  und  8)  bestimmen  M  und  N,  wobei 
zur  Abkürzung  gesetzt  werden  möge: 

[F  =  {Bf+h—g)(B^Ca  +  y)  +  {Cf+<—h)[r^Bc:  +  fi), 
a^[B(c  —  h)  —  C(h  —  (j)]{C-\-Bc<-\-ß) 

9)  {  ^iBf+h-g)[\+By+C(i), 
H=  [C\b~y)  -  B{c  -  h)]  {B  +  Ca  +  y) 

—  (Cf-hc-h)[^l-\-By+Cß): 

die  Werte  der  vier  Unbekannten  sind  dann 

(r     .  ,  II      . 
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mithin  die  (»k'ichuugcu  der  ge.sucliten  Seukrerliteji: 

Wir  suchen  zweitens  die  Ivoordiuaten  a;^,  »/„,  ,i;,  desjeiiigeji 
Punktes  zu  bestimmen,  in  welchem  die  von  f(jh  ausgehende 
Senkrechte  die  gegebene  Gerade  schneidet.  Da  der  fragliche 
Durchschnitt  beiden  Geraden  gleichzeitig  angehört,  so  gelte)i 
für  seine  Koordinaten  die  Beziehungen 

G  H 

aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  erhalten  wir 
__  F(b-g)-\-rrf 

oder  auch 

Vermöge  der  oben  angegebenen  Werte  von  F  und  (f 
ist  aber 

BF-a  =  {BfJ^b-y)\B{B+Ca  +  y)-^\-\-By-^Cß\ 

^(C-\-Ba+ß)\B(Cf-]-c—h)—B(c—h)-\-C(h—g)] 

und  unter  der  Bemerkung,   dass  der  Inhalt  der  letzten  Paren- 
these   =  C{Bf-\-  h—g)    ist, 

BF—  Cr 

=  {Bf-}-  h—g)  (1  +  B-  +  C-  +  2Br  +  2(73  +  2BCa). 
Benutzen  wir  die  schon  früher  gebrauchte  Abkürzung- 
IS)         i)2  =.i^B'-\-  C-  -\-  2By  -f  2C/3  +  2BCu, 
so    vereinfacht    sich    der    Wert    von   Xq   wesentlich;    aus    den 
Gleichungen   10)   ergeben   sich  nachher   y^  und  Zq,   überhaupt 
sind 
14)         x^  =  f—^_,       y^  =  g  —  —,,        g^  =  h  —  -^, 

die  Koordinaten  des  Fusspunktes  der  vom  Punkte  fgh  auf  die 
gegebene  Gerade  herabgelassenen  Senkrechten. 

Endlich  möge  noch  die  Entfernung  j>  der  Punkte  fgh  und 
^'o.'/o^o  aufgesucht  werden;  hierzu  dient  die  Formel 

p-^  =  (x^-fy-^(y^-gy^(,^-hy- 

+  2(x,~f)(y,—g)r-^2(x,—f)(z,-h)ß-^2(:y,—g)  {^o—^Oa, 
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in  welche  nur   die  obigeu  Werthe   von   x^,  y^,  z^^   einzuführen 
sind.     Man  findet  auf  diese  Weise 


15)  p  =  VF'+G'  +  H'-^2FGy-\-2FHßT2GHa 

für  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  Geraden.- 

Die  für  jJ  entwickelten  Formeln  dienen  auch  zur  Be- 
stimmung des  Abstandes  zweier  parallelen  Geraden, 
deren  Gleichuncren 

[  y  =^  Bx  -\-h ,        z  =  Cx  -\-  c, 


16) 

'  y  =  Bx  +  &i ,       z  =  Cx  -\-  Ci 

sein  mögen;  setzt  man  nämlich  fest,  dass  der  Punkt  fgh  auf 
der  zweiten  Geraden  liegt,  dass  also  die  Gleichungen 

g  =  Bf+h„         h  =  Cf+c, 

stattfinden,  so  ist  seine  Entfernung  von  der  ersten  Geraden 
einerlei  mit  dem  Abstände  der  Parallelen  voneinander.  Ver- 
möge der  angegebenen  Werte  von  (j  und  h  wird  zunächst 

^F=  {h  —  h,)  (B-\-  C«  +  7j  +  (c  —  c,)  (C'+  Bcc  -h  ß) , 
G  =  [(c  —  c,)  B  —  (h  —  h,)  C]  (C  -\-Ba-\-  ß) 
11)  l  —ib  —  h,)(l-^By-\-Cß^, 

H=  [{h  —  h,)  C—ic  —  cj  B]  (B  -I-  Ca  +  y) 

-U  —  c,)(l-\-By-{-Cß), 

und  dann  wie  früher 


IS")  =   )/J'^+  G*-\-  H^  +  2FGy  -\-  2FHß  -^2GHcc  ^ 

^^I.  Senkrechte  zu   zwei   cregebenen   Geraden. 

Die  Gleichungen  zweier  gegebenen   Geraden  mögen   sein 

1)  y  =  BiX  -\-  hl ,         z  =  C\x  4-  fj , 

2)  y  =  B,x-\-h,         z==C,x-\-c,, 

und  die  Gleichungen  einer  dritten  Geraden,  welche  die  beiden 
vorigen  senkrecht  schneidet 

3)  y  =  Mx  -\-  m  ,         z  =  Nx  -j-  // ; 

zur  Bestimmung    der  vier  Unbekannten    M,  in,  N,  n    haben 
wir  dann  folfjende  Bedinüfunofen.     Da  die  iresuchte  Gerade  mit 
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jeder  der  gegcbciu'ii  (jleradeii  einen  rechten  Winkel  Itildcn  soll, 
so  gelten   die  (Jleiehungcn 

uB^-^t\a-\-y)M-\-{C,  +  B,a-j-ß)N=-(i-^B,y-{-(\ß,, 

worin  u,  ß,  y  wie  früher  die  Cosinus  der  Koordinatenwinkel 
(yz),  {2^),  {'i'if)  bezeichnen.  Damit  ferner  die  verlangte  Gerade 
jede  der  gegeb(Mie]i  Geraden  schneide,  sind  noch  die  zwei 
Bedingungen 

(m  -  h,)  {N-  C,)  =  {n -  c,)  (M-B,) , 


'' ^  '  {m  —  h,)  {N  —  C,)  =  {n  —  q)  (M  —  B,) 

erforderlich.  Von  den  vier  aufgestellten  Gleichungen  bestimmen 
die  beiden  ersten  die  Unbekaniiten  JT"  und  X]  setzen  wir  nämlich 
7Air  Abkürzung 

:^  =  (B,a  —  B,C\)(l—ir) 

H-  (B,  —  B,)  ( ß  —  ya)  —  (C,  —  CV)  (y  —  aß) , 

ß=iB,-B,)il-y') 

+  (ßi  -  C2)  (cc-ßy)  +  (B,  C,  -  B, C\)  (ß  -  ya) , 
C  =  (C,  —  C )  (1  —  ß') 

+  (B,  —  B,)  (a  —  ßy)  —  (B, C,  —  B, C\)  iy-uß), 
so  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  4)  die  Werte 

Um  zweitens  m  und  n  zu  finden,  substituieren  wir  die  für 
M  und  N  angegebenen  Werte  in  die  Gleichungen  5);  letztere 
nehmen  dadurch  die  folgende  Form  an: 

^  l(:^C,-^i^)m-aB,-(i)n  =  b,(:^C,-\-ß)-c,(:XB-(C), 
"  \(2C,-\-ß)m-[2B,-€)n==h(2C,-\-ß)-c,(:^B,-(i)', 

die  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  ersten  Grades  hat 
nicht  die  mindeste  SchAvierigkeit  und  mag  unterbleiben,  weil 
sich  die  ganze  Aufgabe  noch  auf  andere  Weise  behandeln  lässt. 
Die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden  gegebenen 
Geraden  ist  bestimmt,  sobald  man  die  Koordinaten  der  beiden 
Punkte  x^y^^i  und  x^y^z.,  kennt,  in  denen  sie  die  gegebenen 
Geraden   schneidet;   durch   Verbindung  der   Gleichung  3)    mit 
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den  Gleichuiigeji  Ij  und  2)  ergeben  sich  für  jene  sechs  Koordi- 
naten die  Werte: 


8) 

in  —  Uj 

•^1  ~         M—  B, 

und  zugleich 

9) 

Vi  =  I^i^i  +  &i; 

10) 

m  —  h^ 
^2—         M—B„ 

und  /Aigleicli 

llj 

y.,  =  B.,x.,-\-  h, 

x.^ 


N—C, 

C\x,  +  c, 

n  —  c. 


Obschon  M,  N,  w,  n,  dem  Vorigen  zufolge,  als  bekannt  gelten 
können,  so  würde  doch  die  Substitution  ihrer  Werte  aus  dem 
Grunde  nicht  unmittelbar  rätlich  sein,  Aveil  namentlich  m  und 
n,  durch  ^,  43,  C  ausgedrückt,  etwas  komplizierter  Form 
sind;  diese  Weitläufigkeiten  umgehen  wir  durch  vorherige 
Wegschaffuncr  von  tu  und  n.  Aus  der  ersten  Formel  in  Nr.  8) 
und  der  ersten  Formel  in  Nr.  10)  erhalten  wir  nämlich  durch 
Elimination  von  m 

(M—  B^)  Xj^  —  {M—  B^)  x.^  =  \  —  K, 
und   ebenso   aus   den   zweiten  Formeln  in    8j   und   lUj    durch 
Elimination  von  n 

{N—  Cx)  A'i  —  [N—  Cg)  x.,  =  c^  —  c^_ : 
da  M  und  N  bekannt  sind,  so  kommen  in  diesen  Gleichungen 
nur  die  Unbekannten  x^  und  x.,  vor,  wir  finden  als  deren  Werte 

_  {\  -  h,)  {N-  C,)  -  (c,  -  c,)  {M  -  B,) 
^1  ~  {M-B,){N-C,)  -  iM-B,){N-  C^y 

{b,  -  h,)  jN-C,)-  (c,  -  c,)  (31  -  B,) 
^2  —  (M-B,)  {N-  a)  -  (M-B,)  (N—  C,) ' 

Nach  Entwicklung  des  gemeinschaftlichen  Nenners  und  Sub- 
stitution  der  Werte  von  31  und  JV  (Nr.  6)  ergeben  sich  für  x^ 
und  X.2 ,  sowie  für  die  übrigen  Koordinaten  folgende  Ausdrücke : 

(       __     C^  -  K)  {^  C,  +  ß)-  Kc\  -  c,)  gB^  -  (£; 
12)        r'  :^{B,C,-B,C\)-\-ß{B,-B,)  +  (S;{C,-C,)> 

l  1/i  =  -ßi^i  +  ^1  >     -h  =  ^i-^\  +  ^1 ; 

13^  *-  XlB,C,-B,  L\)  4-  i3(B,  -ü,)  +  CcC;  -C,) ' 

\  y,  =  B^x.,  +  Ik,  ,       s:^  =  C\x^  +  c^. 

Es   hat   nun  auch   keine   Schwierigkeit,   den  Abstand    der 
Punkte  .ri?/,5'i   und  x^y^z.,,   d.  h.  die  Entfernung   der  l^ciden 
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gegebenen  Geriiden,  der  Gr()ss<'   und   Ijage  iiiich   zu  bcstinuiit-n; 
es  ist  nämlich 

c'  =  (-^'i  —  •'2)'  +  (J/i  —  //2)'  +  (^1  —  ^^f 

+  2a  (2/1  —  2/2)  (^1  —  ^2)  +  ^ß  i^\  —  ^2)  (^1  —  ^2) 
+  2yOri  — a;,.)  (yi  —  y.>). 

Da   die   Punkte  .ii?/!?,  und  x^y.^z.^   auf  der  gemeiuschaftlicluMi 
Normaleil  beider  Geraden  liegen,  so  gelten  die  Gleichungen 

yy  =  31,1  ^  +  »I ,         .?i  =  Nx^  +  ?i , 

y.,  =  Mx.2  -\-  ni ,         z.j  =  Nx^  -\-  n , 
woraus  folgt 

l-i)       2/i  —  ^2  =  ^  (-^i  —  ^'2)  j        ^i  —  '«"a  =  ^'  1*1  —  ^2)  • 
Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  wird 

r  =  {x^—x^)-{l-j-M^-^N'-^2aMN-\-2ßN-{-2y3I\. 

Hier  haben  wir  zunächst  die  Werte  von  M  und  N  einzusetzen 
und  nachher  die  Wurzel  zu  ziehen;  setzen  wir  zur  Abkürzung 

R'  =  T'-j-  ß-  +  (E^  —  2a$€  —  2ß€2  —  2y2ß, 
so  erhalten  wir 
15)  e  =  ^i-^i?. 

Vermöge  der  eben  angegebenen  Werte  von  j\  und  x^  ist 


•*- 1  "^  o 


(b,  -  b,)  {C,  -  C,)  -  (c,  -  c,)  (B,  -  B, 


mithin  lautet  die  Formel  für  die  Entfernung  der  beiden  Geraden 

tfi^  r  —      (^  -  b,)  (C,  -  C,)  -  je,  -  c,)  {B,  -  B,)      p 

Z(B,a-B^C,)-{-ß{B,  —  B,)-\-(l{C,-C,:)'- 

Die  Richtung  von  e  bestimmt  sich  durch  die  Gleichungen 

cos(e^)  =  ^i^^^W:AJA-y.)y  +  (^x-^.)P^ 

cos  (ey)  =  yi.iz^Jl(^x-y^  +  (^x-^.)y  ^ 

cos(..)  =  l.jii„^.  +  (xx-^.)P  +  (yx-.y^ 

in  diesen  haben  wir  zimächst  y^  —  i/,  und  ^^  —  ^o  durch 
M,  N,  x^  —  x^  auszudrücken  (Nr.  14)  und  gleichzeitig  für 
M  und  A"  ihre  W^erte  zu  setzen:  dies  giebt 
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COS  (ex)  =  ^^^^  a  +  C/  —  ßß) , 
cos (ey)  =  ^-p  (d-ßcc-^^y), 
cos (ez)  =  ^^  ■''-  ( —  ß^2ß-\-(i u) , 
oder  endlich  vermöge  des  aus  Xr.  15)  genomtnenen  Wertes 
cos (ex ) 


1') 


a  — 0(3  +  €y 


R 

cos(e^)  =  —^ — jj . 

:(p  — g  +  C« 


cos ( e^ )  = 


Für  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  erhalten  1X,  ß,  C 
die  einfachen  Werte 

2  =B,r,  —  B,C\,        ß  =  B,  —  R,,        (i  =  (\  —  (\r, 
ferner  ist 

B'  =  (BrC,  —  B,  C,f  +  (B,  —  B,y  +  {C\  —  C,f, 
=  :^(B,C,-BJ\}  +  ß(B,-B,)  +  €(C,-C,;; 
aus  den  Formeln  16)  und  17)  werden  dann  die  folgenden: 
{b,  -  K)  (C\  -  C\)  -  {c,  -  c,)  {B,  -  B,) 


18) 


10)    { 


cos ( ex 


y(B,  a  - B, c,r  +  {b,  ~  B.y  +  {c,  -  c.y- ' 

■"i  ^s  —  -"s  ^1 


cos (ey)  = 


cos(e^)  = 


1  B,  c,  -  B,  c\y  +  {B,  -  BS-  +  (c;  -  c,y 

C\  —  C's  


|/(57^^^,  cj«  +  (B,  -  ^,)^  +  (c,  -  c,y- 

■  -{B,-B,) 


V(J5,  C,  -  B,  C,r-  +  f^B,  -  5,)»  +  (C,  -  r,)« 
Im  Fall  sich  beide  Geraden  sclineiden,  ist 

(Pi  —  h)  (C,  —  C,)  =  (q  —  c.)  (B,  -  B,-) 
und   mithin   e  ^  0,   wie   es   sein  muss;   die   Formeln   17  i   oder 
19)  bestimmen  dann  die  Richtung  derjenigen  Geraden,  welche 
auf   der  Ebene    der   beiden   sieh   schneidenden   Geraden    senk- 
recht steht. 


Drittes    Kapitel. 

Die  ebene  Fläche. 


§   10. 

Die  Gleichung  der  Ebene. 

Wenn  zwischen  den  drei  Koordinaten  eines  Punktes  nur 
eine  Gleichung-  besteht,  so  darf  man  zwei  der  Grössen  a-,  y,  z 
willkürlich  wählen,  und  die  vorhandene  Gleichung  liefert  dann 
von  selbst  die  dritte,  d.  h.  geometrisch,  der  Punkt  P  im  Räume 
ist  bestimmt,  sobald  eine  seiner  Projektionen  willkürlich  an- 
genommen wird.  Er- 
teilen wir  nun  z.  B. 
den  Koordinaten  x 
mid  y  alle  möglichen 
Werte,  so  betritt  die 
a;«/ -Projektion  P'alle 
möglichen  Stellen  der 
a;y-Ebene-,diesen  ent- 
sprechen successive 
Lagen  des  Punktes 
P,  die  in  ihrer  steti- 
gen Aufeinanderfolge 
eine  gewisse  Fläche 

bilden.  Demnach  wird  eine  Fläche  im  allgemeinen  durch  eine 
Gleichung  charakterisiert,  welche  zwischeji  den  drei  Koordinaten 
jedes  ihrer  Punkte  besteht  und  eben  deshalb  die  Gleichung 
der  Fläche  heisst.  Die  einfachste  Fläche  ist  die  Ebene;  zu 
ihrer  Gleichung  gelangt  man  auf  folgendem  Wege. 

Eine  beliebige  Ebene   schneidet   im  allgemeinen  jede  der 
drei  Koordinatenachsen    und    ist    ihrer    Lage    nach    durch    die 
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Strecken  0^1,  OB,  OC  bestimmt,  welche  sie  auf  den  Achsen 
abgrenzt;  man  kann  sich  nämlich,  wenn  die  Punkte  A,  JB,  C 
gegeben  sind,  die  Ebene  dadurch  entstanden  denken,  dass  eine 
veränderliche  Gerade  Ä  U  sich  um  den  Punkt  Ä  dreht  und 
zugleich  an  der  Geraden  BC  hingleitet.  Sind  nun  x,  //,  2 
die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  der  beweglichen 
Geraden,  also  auch  der  Ebene  ABC,  und  setzen  wir  ferner 
OA  =  a,   OB  =  h,   OC  =  c,  so  sind 

//  =  ]\f(x  —  «)     und     ,c  =  N(x  —  «) 

die  Gleichung'  der  Geraden  A  U.  Für  die  Koordinaten  v  und  u: 
ihrer  »/.e-Spur,  d.  h.  des  Punktes  U,  erhalten  wir  daraus 

y 


V  =  —  Ma  ==    ■    -    a,         w  =  —  Na  = a  : 

a  —  X     '  a  —  X 

da  U  auf  der  Geraden  BC  liegen  muss,  so  ist  bekanntlich 

-  +  -=1 
mithin  durch  Substitution  der  Werte  von  v  und  w 

1)  -  +  T  +  ^   =  1. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  von  den 
Koordinatenachsen  die  Strecken  a,  h,  c  abschneidet,  wobei 
stillschweigend  vorausgesetzt  wird,  dass  keiner  dieser  Ab- 
schnitte der  Null  gleich  ist,  dass  also  die  Ebene  nicht  durch 
den  Koordinatenanfang  geht. 

Schafft  man  aus  der  obigen  Gleichung  die  Brüche  weg, 
so  erhält  man  eine  neue  Gleichung*  von  der  Form 

2)  Ax  +  Bij  +  C-  =  D, 

von  welcher  auch  direkt  gezeigt  werden  kann,  dass  sie  eine 
Ebene  charakterisiert.  Es  bedarf  hierzu  imr  des  Nachweises, 
dass  eine  Gerade,  welche  zwei  Punkte  mit  der  durch  vor- 
stehende Gleichung  bestimmten  Fläche  gemein  hat,  ganz  in 
sie  hinein  fällt. 

Ist  Pg  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden  P,  P.,  und  setzt 
man  PjPi  :  P^P^  =  ^-2  '•  ^-i ,   so    ist  bekanntlich   (S.  15,  Xr.  G) 
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l^iegcj)   iiuji    /'[    lind    /'._,  uuf  der  Fläche  2),   so  ist 

Äx,  +  By,  +  Cz,  =  JK 
Multipliziert    iiiiiu    diese    Gleichungen    der    Reihe     nach    mit 
A,  :  (A,  -f-  Ag)  und  A._,  :  (Aj  -f~  ^2)  "^^^^  addiert,   so  erhält  man 

d.  i.  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3) 
Ax^  +  i^y/3  +  Cs,,  =  1). 

Jeder  beliebige  Punkt  x.^y.yt:^  der  von  x^y^z'^  nach  x^y^^'i 
gehenden  Geraden  liegt  demnach  auf  derselben  Fläche  wie 
diese  zwei  Punkte,  d.  h.  die  Verbindungsgerade  irgend  zweier 
Punkte  der  Fläche  fällt  ganz  in  die  letztere,  was  bei  der 
Ebene  und  nur  bei  dieser  stattfindet. 

Setzt  man  in  Nr.  2)  eine  der  Koordinaten  x,  y,  z  gleich 
Null,  so  wird  daraus  eine  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten 
solcher  Punkte,  die  gleichzeitig  der  Ebene  und  einer  der 
Koordinatenebenen  angehören;  man  erhält  so  die  Gleichungen 
derjenigen  Geraden,  in  welchen  die  Ebene  die  Koordinaten- 
ebenen schneidet,  d.  i.  die  Gleichungen  der  sogenannten 
Spuren  der  Ebene.  Sie  lauten  der  Reihe  nach  für  die  xy-, 
xz-  und  ?/^-Spur: 

4)     Ax  +  By  =  B,     Ax  +  Cz  =  B,     By  +  Cz  =  B- 

zwei  von  diesen  drei  Spuren  bestimmen  die  Ebene  gleichfalls, 
weil  hierdurch  die  vier  Grössen  A,  B,  C,  B  bekannt  werden.*) 


*)  Die  deskriptive  Geometrie,  welche  ihrer  Natur  nach  Punkte  im 
Räume  nicht  unmittelbar  auffassen  kann,  benutzt  die  Spuren  der  Ebene 
zur  graphischen  Darstellung  der  letzteren;  will  man  daher  eine  Kon- 
struktion der  deskriptiven  Geometrie  mittels  der  Rechnung  verfolgen 
(z.  B.  um  die  Übereinstimmung  zwischen  der  deskriptiven  und  analy- 
tischen Behandlung  einer  Aufgabe  nachzuweisen),  so  hat  man  jede  vor- 
kommende Ebene  nicht  durch  eine  Gleichung  von  der  Foi*m 

.4a;  -\-  By  -\-  Cz  =  D. 
sondern  durch  zwei  Spurengleichungen,  etwa 

Äx  -\-  By  =  D     und     Äx  -f  Cz  =  D 
auszudrücken.     Diese  Modifikation   des  Kalküls  ist  übrigens   so   leicht, 
dass  es  dazu  keiner  Beispiele  bedürfen  wird. 
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Läs.st  man  in  der  Gleichung  der  Ebene  zwei  Koordinaten 
zu  Null  werden,  so  erhält  man  ihren  Durchschnitt  mit  einer 
der  Koordinatenachsen:  für  y/^*'  und  .?  =  0  ergiebt  sich  z.B. 

Ax  =  D     oder     ^-  =  j  j 

und  hier  ist  r  die  Sti-ecke,  welche  die  Ebene  von  der 
rr- Achse   abschneidet.     In  ähnlicher  Weise  sind  ^  und  -^r  die 

X»  C 

Abschnitte  auf  den  Achsen  der  ij  und  .z,  wie  man  auch  durch 
Vergleichuug  mit  Nr.  1)  bestätigen  kami. 

Diese  allgemeinen  Ergebnisse  erleiden  unter  Umständen 
einige  Modifikationen.  Ist  keine  der  Grössen  A,  B,  C,  D 
gleich  Null,  so  kann  die  Gleichung  2)  durch  D  dividiert  und 
unter  der  etwas  einfacheren  Form 

b)  A'x  +  B';i  -f-  C-  =  1 

(A-^         B'-^  r-^\ 

dargestellt   werden;    die  Gleichungen   der   Spuren   lauten   dann 

0)      Äx  +  B'ify^  1 ,     Äx  +  ("z  =  1 ,     i>''//  4-  r " r  =  1 , 

imd  die  auf  den  Achsen  gebildeten  Abschnitte  sind  die  reci- 
proken  Werte  von  Ä,  B',  C.  Verschwindet  eine  der  Grössen 
A,  B,  C,  D,  und  zimächst  D,  so  geht  die  zur  Gleichung 

Ax  +  Bii  +  Cs  =  ri 

gehörende  Ebene  durch  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten, 
weil  die  Werte  x  =  0,  y  =  0,  z  ^  0  der  Gleichung  genügen; 
nicht  selten  giebt  man  in  diesem  Falle  der  Gleichung  die  Form 

T  »  -  =  .1",/  -L  B";i. 

Ist  r'=(),    so   wird    aus    der    allgemeinen    Gleichung   die 

Ax  -\-  By  =  T),     {z  beliebig) 
oder 

Ax  +  B'y  =  1 : 

der  auf  der  ^- Achse  gebildete  Abschnitt  hat  die  Grösse  =  a.. 
und  mithin  ist  die  Ebene  ])arallel  zur  Achse  der  .r;  für  7?  =  0 
erhält  man  entsprechend  eine  Ebene  parallel  zur  //-Achse,  für 


folgende 
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A==^Ü  eiue  Piuulloleiieljoiic  zur  x- Achse,  lu  dein  Falle,  wo  die 
zwei  Koeffizienten  C  und  B  verschwinden,  wird  die  Gleichung 

Ax-\-n!i  =  0 

durch  .r  =  0,  //  =  0,  sowie  durch  jedes  beliebige  z  befriedigt, 
woraus  fol<rt,  dass  die  Ebene  die  ^- Achse  in  sich  enthält. 
Liegt  dagegen  die  ?/- Achse  in  der  Ebene,  so  lautet  die 
Gleichung  der  letzteren  (B  =  0,  B  =  0) 

Ax  +  6'.2-  =  0, 

enthält  sie  die  .r- Achse,  so  ist  A  =  Q  und  B  =  (),  mithin 

By  +  Cz  =  0. 

Sind  zwei  der  Koeffizienten  Ä,  B,  C  gleich  Null,  wie  z.  B.  in 

Ax  =  B, 

so  bleiben  //  und  ^'  beliebig,  mithin  ist  die  Ebene  parallel  der 

«/^- Ebene  und  von  ihr  entfernt  um  -3-;  in  gleicher  Weise  würden 

By  =  B,         Cz  =  B 

Parallelebenen  zu  den  Ebenen  xz,  i-esp.  xy  bedeuten.  Für 
2)  =  0  reduzieren  sich  die  letzten  drei  Gleichungen  auf  a:  ^  0, 
y  ^  0,  z  =  0  und  charakterisieren  der  Reihe  nach  die  Koor- 
dinatenebenen yz,  .iz,  xy. 

Die  Gleichunw  der  Ebene  kann  man  auch  auf  andere  und 
zwar  auf  die  Weise  erhalten,  dass  man  sich  die  Ebene  nicht 
durch  gleitende,  sondern 
durch  drehende  Beweguno- 
einer  Geraden  entstanden 
denkt.  Ist  nämlich  OB 
eine  der  Grösse  und  Lage 
nach  gegebene  Gerade  und 
B  P  eine  darauf  senkrechte 
Gerade  von  unbestimmter 
Länge  (Fig.  22),  so  be- 
schreibt letztere  eineEbene, 
wenn  der  rechte  Winkel 
OBP  um  den  festgehal- 
tenen Schenkel  OB  herumgedreht  wird.  Um  dies  analytisch 
auszudrücken,    bezeichnen    wir    die    Länge    OB    mit    d,    die 

Fort  u.  Schlömilch,  aual.  Geom.  II.  5 
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Winkel  fJOX,  BOY,  DOZ  der  Reihe  nach  mit  u,  ß,  y  und 
nennen  x,  y,  z  die  Koordinaten,  r  den  Radiusvektor  eines  auf 
der  Ebene  willkürlich  gewählten  Punktes  P,  und  setzen  end- 
lich LPOX=(p,  LPOY=t,  LPOZ=x,  uBOP^o,. 
Da  nach  dem  Vorigen  DP  immer  senkrecht  auf  OD  steht,  so  ist 

/•  cos  03  ^=  (1, 

oder,  wenn  to  aus  den  Winkeln  u,  ß,  y,  (p,  f,  X  berechnet  wird, 

r  (cos  a  cos  qp  -|-  cos  ß  cos  xl'  -|-  cos  y  cos  ;f  i  =  d. 
Nach  Substitution  der  Werte 

cos^  =  — -,         cos  T^  = -^  ,  cos  ;f  = 

wird  hieraus 

S)  X  cos  ci  -\-  y  cos  ß  -\-  s  cos  y  =  d. 

Die  Winkel  u,  ß,  y,  welche  die  Richtungswinkel  einer  auf  der 
Ebene  errichteten  Normalen  sind,  nennen  wir  die  Stellungs- 
winkel der  Ebene;  die  Gleichung  8)  ist  hiernach  die  Gleichung 
einer  Ebene,  welche  nicht  durch  ihre  Achsenabschnitte  oder 
Spuren,  sondern  durch  ihren  Abstand  vom  Koordinatenanfange 
und  durch  ihre  Stellungswinkel  bestimmt  ist. 

Wenn  die  Ebene  nicht  durch  den  Koordinatenanfang  geht, 
so  hat  d  einen  von  Null  verschiedenen  Wert,  und  dann  lässt 
sich  die  Gleichung  8)  durch  d  dividieren;  die  so  entstehende 
Gleichung 

„s  cos  a         ,     cos  ß         ,     cos  y  ^ 

9)  -^x  +  -^y-^-^z=\ 

stimmt  in  ihrer  Form  überein  mit  Nr.  5)  oder  der  gleichgeltenden 

Durch  Vergleichuug  der  Koeffizienten  von  ./ .  (/,  z  in  ih  und  !<•) 
erhält  man  ferner 

.| .-  V  cos  a A  cos  ß  __  B  cos  y C 

^  ~d~~D>  ~d~~B'  ~d~~D' 

oder,  wenn  man  beachtet,  dass  --,  j  ,  y-,  die  Achsenabschnitte 
a,  h,  c  sind, 

(i  cos  ((  =  h  cos  ß  =  (•  cos  y  =  d. 

Dieselben  Gleichungen  findet  man  auch  unmittelbar  durch  Be- 
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trachtimn'   il<'i-    hei    I)    itMlitwiiikligen    Dreiecke   AIX),    Jl/Xf, 
('1)0. 

(^imdriert    und   addiert    man   die  (^leichungeu   11)  und  be- 
arlitet  dabei   die  Relation 

cos-«  -|-  cos'/3  -\-  cos-y  =  1, 

so  gelangt  man  /u  der  Formel 

12)  r/=  " 


nachher  geben  die  (jlcichungen    11  n 


13) 


.1 

cos  u  = 

VA'  +  «=>  4-  r- 

cos  ß  = 


cos  J^ 


|/^ä  _^  ^s  _|_  cfä 


Wenn  die  Ebene  durch  den  Koordinatenanfang  geht,  so 
muss  ihre  Gleichung  Äa-  -f-  Bi/  -\-  Cz  ^^  D  auch  für  x=  0^ 
y  =  0,  z  =  0  richtig  bleiben,  mithin  D  =  0  sein;  gleichzeitig 
ist  dann  auch  d  =  0.  Für  J)  =  <J  giebt  aber  die  Formel  12) 
^^  =  0,  folglich  behält  die  genannte  Formel  in  diesem  Falle 
ihre  Giltigkeit.  Denkt  man  sich  ferner  zu  einer  durch  den 
Koordinatenanfang  gehenden  Ebene  eine  Parallelebene  gelegt, 
so  hat  letztere  zwar  ein  anderes  d,  mithin  auch  ein  anderes  i), 
aber  die  nämlichen  Stellungswinkel  a,  ß,  y;  in  der  That  bleiben 
die  Formeln  13)  für  beide  Ebenen  dieselben,  weil  D  nicht 
darin  vorkommt.  Mit  anderen  Worten,  die  Formeln  12)  und  13) 
gelten  für  alle  Ebenen. 

Schliesslich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Stellungs- 
winkel einer  Ebene  zugleich  deren  Neigungswinkel  gegen  die 
Koordinatenebenen  sind.  Da  nämlich  zwei  Gerade  denselben 
Winkel  miteinander  einschliessen  wie  zwei  auf  jenen  Geraden 
senkrechte  Ebenen,  so  ist  a  gleich  dem  Neigungswinkel  der 
Ebene  ABC  gegen  die  Ebene  i/z,  aus  demselben  Grunde  ß 
gleich  dem  Winkel  zwischen  ABC  und  der  a;^-Ebene,  und  y 
gleich  dem  Winkel  zwischen  ABC  und  der  .r?/- Ebene. 
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§  11- 
Vei'scliieclene  Lai2:eii  eines  Punktes  ^e^en  eine  Ebene. 

Die  liiieiire  Funktion  der  Koordinaten 

1  j  A.€  4-  Bi/  +  Cz  —  I), 

die  wir  abkürzend  mit  T  bezeichnen  wollen,  erhält  den  Wert 
Null  für  die  Koordinaten  einer  bestimmten  Ebene.  Bei  jeder 
anderen  Lage  des  Punktes  kann  die  Gleichung  T  =  0  nicht 
bestehen  und  es  muss  daher  für  einen  ausserhalb  der  Ebene 
gelegenen  Punkt  u  yz  die  Funktion  T  einen  von  XuU  ver- 
schiedenen positiven  oder  negativen  Wert  besitzen.  Um  zu 
entscheiden,  in  welchen  Fällen  das  positive  und  in  welchen 
das  negative  Zeichen  zum  Vorschein  kommt,  stellen  wir  die 
folgende  Betrachtung  an. 

Ausserhalb  der  durch  die  Gleichung  1 )  dargestellten  Ebene 
denken  wir  uns  zwei  beliebige  Punkte  P^^  P^  und  diese  durch 
eine  Gerade  verbunden;  nennen  wir  x^y^z^  und  iV^yo^o  die  Koor- 
dinaten jener  Punkte,,  so  sind  nach  §  7,  Nr.  5  die  Gleichungen 
der  Verbindungslinie 


2)      y  =  ^^*— ^  X  + 

Diese  Gerade  schneidet  die  Ebene  in  einem  Punkte  P^,  dessen 
Koordinaten  .to?/o^o  durch  die  Bemerkung  gefunden  werden, 
dass  der  Punkt  1\  gleichzeitig  der  Ebene  und  der  Geraden 
angehört,  dass  folgHch  seine  Koordinaten  jeder  der  drei 
Gleichungen  1)  und  2)  genügen  müssen;  schreiben  wir  also 
in  den  letzteren  .r^,  y^,  Zq  für  .<■,  y,  z,  so  haben  wir  drei 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  Unbekamiten  u^,  y^,  i-^; 
für  die  erste,  die  zu  unserem  Zwecke  allein  nötig  ist,  er- 
halten wir 

ox  ^  D{x^  —  x^)  —  B UV,  xj^  —  .r^  t/,)  —  C ix\ z,  —  x^  -%) 

■0  Aix,-x,)-\-B{y,-y,)-{-C{z,-z,) 

Hinsichtlich  der  Lage  von  P^  zu  Pj  und  P^  sind  nun  zwei 
Fälle  möglich;  befinden  sich  nämlich  P^  und  P^  auf  einer 
und  derselben  Seite  der  Ebene,  so  liegt  P^  ausserhalb  der 
Strecke  P^P^y  liegen  aber  P^  und  Po  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Ebene,  so  fällt  P^,  zwischen  die  Punkte  P^  und  P^. 
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<{anz  dasselbe  <f'\\t  von  den  Projektionen  der  F'unkte  auf  eine 
der  Koordinatenachsen,  zum  Beispiel  auf  die  ./  -Achse.  Nennen 
wir  der  Reihe  nach  L^,  L^,  L.^  die  Projektionen  von  P^, 
Fl,  P2  auf  OX,  so  ist  OLq=  Xq,  OLi  =  x^,  OL^  =  x^-^ 
bei  der  ersten  (gleichstimmigen)  Lage  von  Pj  und  P^,  also 
auch  von  L^  und  A^,  haben  die  Strecken  Z/^Z/j  =  ä„  —  :i\  und 
L^^L.,  =  Xq  —  .*;,  gleiche  Vorzeichen,  bei  der  zweiten  Lage 
entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  dass  das  Produkt 

im  ersten  Falle  positiv,  im  zweiten  negativ  ist.  Ebenso 
leicht  bewahrheitet  sich  der  umgekehrte  Satz,  dass  das  jiGsi- 
tive  Vorzeichen  des  vorstehenden  Produktes  die  gleichstimmige, 
das  negative  die  entgegengesetzte  Lage  der  Punkte  Pj  und  Pg 
bedingt.  Vermöge  des  vorhin  angegebenen  Wertes  von  x^ 
findet  man   nun,  wenn  zur  Abkürzung 

;Z", — X^      '  X„ — ,J-, 

gesetzt  wird, 

fr  —T~\{r  —r^  —  i-^'^i  +  ^yi  +  Cz,-D){Ax,-\-By,-\-Cz,-lJ) 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  das  im  Zähler  stehende  Produkt 
positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  Punkte  x^y^z^  und 
■'■ilk^-i  '^^^  gleichen  oder  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  liegen. 
Demzufolge  haben  die  beiden  Ausdrücke 

Axi  +  Biji  +  Cz^  —  I)     und     Ax,^  +  Bij.^  +  Cz,  —  D 

im  ersten  Falle  gleiche,  im  zweiten  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. Um  auch  über  letzteres  unzweideutig  zu  entscheiden, 
wollen  wir  die  in  der  Gleichung  der  Ebene  vorkommende 
Grösse  D  immer  als  positiv  betrachten,  was  ohne  Beeinträch- 
tigung der  Allgemeinheit  jederzeit  möglich  ist,  weil  im  Falle 
eines  negativen  D  die  Gleichung  1)  mit  ( —  1)  multipliziert 
werden  kann;  für  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  als 
Punkt  XiifyZi  genommen,  haben  wir  dann  .i\  =  y^  =  ^"^  =  0, 
mithin    ' 

Axi  -^By,  +  Cz,  —  I)  =  -  D; 

besitzt  nun  der  dem  zweiten  Punkte  x.2  y.,  z^  entsprechende 
Ausdruck 
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Äx,  +  By,  +  C^,  -  T) 

dasselbe,  also  negative  Vorzeichen,  so  liegt  der  Funkt  f,^if,^z^ 
auf  derselben  Seite  der  Ebene  wie  der  Koordinatenaufaug,  ist 
aber  die  obige  Differenz  positiv,  so  fällt  der  Punkt  auf  die 
entgegengesetzte  Seite.  Bei  Weglassuug  der  ferner  nicht 
nötigen  Indices  können  wir  das  Endergebnis  in  dem  Satze 
zusammenfassen:  Je  nachdem  der  Ausdruck 

T=Äx  -\-  ßy  +  Cz  —  D, 

worin  i)  positiv  sein  muss,  negativ,  gleich  Null,  oder  positiv 
ist,  liegt  der  Punkt  xyz  ausserhalb  der  Ebene 

Ax-\-  By  -\-  Cz  —  n  =  U, 

und  zwar  auf  der  Seite  des  Koordinatenanfangs,  oder  in  der 
Ebene  selbst,  oder  ausser  ihr  auf  der  dem  Koorduiatenanfange 
abgewandten  Seite. 

Der  Wert,  den  die  Funktion  T  für  irgend  einen  nicht  auf 
der  Ebene  enthaltenen  Punkt  annimmt,  hat  eine  sehr  einfache 
geometrische  Bedeutung.  Um  diese  zu  erkennen,  wollen  wir 
zunächst  die  Funktion  T  in  der  Form  voraussetzen 

T  iz:  cos  a  •  X  -\-  cos  ß  ■  y  -\-  cos  y  ■  z  —  d, 

so  dass  also  T  =  0  die  Gleichung  der  Ebene  ist,  deren 
SteilungSAvinkel  cc,  ß,  y  sind  und  die  vom  Koordinatenaufange 
den  immer  positiv  zu  rechnenden  Abstand  d  hat. 

Die  Ebene  T'  =  0,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt 
^i^i^i  parallel  zu  T=0  gelegt  werden  kann,  hat  Stellungs- 
winkel a'ß'y',  die  der  Reihe  nach  gleich  aßy  oder  um  ISO" 
davon  verschieden  sind,  je  nachdem  der  Anfangspunkt  ausser- 
halb der  von  T  =  0  und  T'  =  0  begrenzten  Schicht  liegt 
oder  innerhalb  derselben.  Bezeichnet  d'  den  Abstand  des 
Anfangspunktes  von  T'=  0,  so  ist  daher  in  den  beiden  Fällen 

T' ^  cos  a-  X  -{-  cos  ß  •  //  -f-  cos  y  •  z  —  (/', 
bez. 

1"  r^  —  cos  «  •  .)•  —  cos  ß  ■  y  —  cos  y  ■  z  —  d'. 

Da  jmn  der  Punkt  a'i//i.~i  auf  T'^  0  liegen  sdU,  so  muss 
diese  Gleichung  von  den  Koordinaten  .<i//i^,  erfüllt  werden, 
daher  ergiebt  sich  für  d'  die  Bedinffuno; 
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cos  «  •  j\  -f-  cos  ß  ■  i/i  -f-  (-OS  y  ■  Zi  —  (/'=  0, 
bez. 

—  cos  cc  •  .i\  —  cos  ß  •  pi  —  cos  y  •  ^i  —  d'  =  0, 

woraus  folgt 

d'  =  cos  a  ■  .i\  -\-  cos  ß  •  jfi  -f"  ^os  y  •  ^i, 
bez. 

rf'  =  —  cos  a  •  x^  —  cos  ß  ■  y^  —  cos  y  ■  z^. 

Der  Abstand  q  der  Ebenen  T  =  0  und  T'  =  0  ist 

q  =  d  —  d'j     bez.     Q.  =  (^  -\-  '/', 

und  ei-giebt  sich  daher,  wenn  man  den  soeben  bestimmten 
Wert  von  d'  einsetzt,  in  beiden  Fallen  zu 

4)  q  =  —  (cos  a  •  .i\  -\-  cos  ß  ■  y^  -f"  ^^^  7  '  ^t  —  f^j- 

Derselbe  ist  positiv,  wenn  der  Anfangspunkt  ausserhalb  der 
von  T  =  0  und  T'=0  begrenzten  Schicht  liegt  und  d'<Cd 
ist,  sowie  dann,  wenn  der  Ursprung  im  Innern  dieser  Schicht 
liegt,  also,  wemi  man  beide  Bemerkungen  zusammeufasst,  stets 
dann,  wenn  der  Anfangspunkt  und  der  Punkt  x^y^z^  auf  der- 
selben Seite  von  T  =  0  gelegen  sind.  Wir  haben  daher 
den  Satz: 

Die  lineare   Funktion 

T  ^  cos  a  ■  X  -f-  cos  ß  ■  //  -f-  cos  y  ■  z  —  d 

verschwindet  für  alle  Funkte  der  Ebene,  welche  die 
Stellungswinkel  aßy  hat  und  um  d  vom  Anfangs- 
punkte absteht;  für  jeden  andern  nicht  auf  T  =  0 
enthaltenen  Punkt  ist  der  Wert  der  Funktion  T  dem 
Abstände  q  des  Punktes  xyz  von  der  Ebene  T  =  0 
entgegengesetzt  gleich,  wobei  ein  positives  oder 
negatives  Zeichen  von  q  anzeigt,  ob  der  Punkt  P 
mit  dem  Anfangspunkte  auf  derselben  Seite  von 
T  =  0  liegt  oder  nicht.  Wegen  dieser  Eigenschaft  be- 
zeichnet man 

cos  cc  •  X  -\-  cos  ß  •  y  -{-  cos  y  •  z  —  r7  =  0 

als  die  Normalform   der  Ebenengleichung. 

Ist  eine  Ebenengleichung  in  der  allgemeinen  Form  gegeben 

Ax  +  By  -\-  Cz  —  I)  =  0, 
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worin  wieder  D  als  positiv  vorausgesetzt  werden  soll,  so  kann 
man  diese  in  die  Normalform  überführen,  indem  man  von  den 
Formeln  §  10,  Nr.  12)  und  13)  Gebrauch  macfit.    Versteht  man 

unter  yA^  -\-  S'^  -\-  (ß  den  absoluten  Wert  dieser  Quadratwurzel, 
so  ist  die  Normalform 

{Ax  +  By  +  C^  —  B)  =  0. 


-|/j.2_j_J52_|.C2 

Der  Abstand  q  eines  Punktes  xyz  von  dieser  Ebene  ist  daher 

5 )  q  = '^ 

^  V^'  +  if^  +  C* 

Beispiele.     I.    Sind 

T^  ^  cos  ccy  •  X  -j-  cos  ^Y-  y  -\-  cos  y-^-  X  —  r/j  =  () 
und 

Tg ^  cos  «jj  •  ^-  -)-  cos  /3^  •  y  +  cos  y^'  ^  —  '4  =  ^ 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen  in  Normalform,  so  hat  ein 
Punkt  xyz  gleiche  Abstände  von  Tj  =  0  und  T.,  =  0,  wenn 
für  seine  Koordinaten 

T  =  T 

und  entgegengesetzt  gleiche,  weuji 

ist.     Die  Gleichungen 

6)  T^  —  T,  =  0     bez.     T,  +  i;  =  0 

stellen  daher  den  geometrischen  Ort  der  Punkte  dar,  deren 
Abstände  von  den  Ebenen  T^  =  0  und  T^  =  0  gleich,  bez. 
entgegengesetzt  gleich  sind,  d.  i.  es  sind  die  Gleichungen 
der  Ebenen,  welche  die  Winkel  der  Ebenen  Jj  =  0 
und    Tg  =  0   halbieren. 

II.  Haben  die  Abstände  eines  Punktes  xyz  von  den  Ebenen 
2\  =  0  und  Tg  =  0  das  gegebene  Verhältnis  ik,  :  l)^ ,  so  gilt 
für  die  Koordinaten  xyz  die  Proportion 

T^ :  T.J,  =  ».,  :  }>i , 

daher  besteht  für  den  Punkt  xyz  die  Gleichung 

7)  T=n/l\—n,'J\,  =  i). 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  bestimmten  Ebene;  sie  wird  von 
allen  Punkten  erfüllt,  für  welche  7\  und  7',  einzeln  verschwinden, 


§  12.     I'ostiinniung  der  KbciU'  (Imcli   dri'i  l'unkd'.  7') 

(1.  i.  von  iillt'ii  Punkten  der  Schnittlinie  der  beiden  gegebenen 
Ebenen.  Die  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei  gegebenen 
Ebenen  ein  bestimmtes  Verhältnis  haben,  liegen  daher  auf 
einer  bestimmten  Ebene,  welche  die  Schnittlinie  der  gegebenen 
Ebenen  enthält. 

Hat  das  Verhältnis  >l^  :  n,  einen  positiven  Wert,  so  teilt 
T  =0  den  Winkel  von  y\  =  0  und  T^  =  0,  in  welchem  der 
Ursprung  liegt,  ist  dagegen  «^  :  «^  negativ,  so  teilt  T  =  0  das 
den  Ursprung  nicht  enthaltende  Scheitelwinkelpaar. 


§  V2. 
Bestimmung'  der  Eboiie  durch  drei  Punkte. 

Wenn  eine  Ebene,  deren  Gleichung 

1)  A'x  +  B'y  +  Cz  =  1 

sein  möge,  durch  drei  gegebene  Punkte  t\!jJh^  f>'jJ'.ij  fdOz^h, 
gehen  soll,  so  muss  ihre  Gleichung  von  den  Koordinaten  der 
genannten  Punkte  befriedigt  werden;  man  hat  daher  zur  Be- 
stimmung von  Ä ,  B',  C  die  drei  Gleichungen 

Äf,  +  B'i),  +  C'h,  =  1, 

\Äf,  +  B'g,-^C'h,  =  l. 

Durch  Auflösung  derselben  erhält  man  für  Ä,  B',  C"  folgende 
Werte: 

^' ^      (gJh  —  9sh)  +  (ffs^'i  —  ffih)  -\-  (iiih  —  ffiK) 

fi  (ßs  K  —  93  K)  +  /"ä  (ö'a  \  —  9i  h)  +  fs  (9i  \  —  9tK)' 


2) 


jß'^      (Kfs  -  \Q  +  i\fi  -  \fs)  +  Qhf.  -  hfl) 

ffi  Qh  fs  —  \fi)  +  92  ih  fi  —  K  fz)  +  ^s  iK  ft  —  \  fl)  ' 

(/ä  9z  —  /s  ga)  +  (f%9i  —  fl  95)  +  (fl  9i  —  fi9i) 

K  (fi9s  —  /sf/e)  +  K  (fi9i  —  fl  9s)  +  ''s  (fl  92  —  f^Oi) ' 


C'  = 


die  Nenner  dieser  drei  Brüche  sind  gleich  und  hier  nur  in 
verschiedenen  Formen  angegeben  worden,  um  die  regelmässige 
Bildung  der  Ausdrücke  hervortreten  zu  lassen.  Durch  Sub- 
stitution der  obigen  Werte  in  die  Gleichung  1)  und  bei  Weg- 
schaffung der  Brüche  ergiebt  sich  nun  als  Gleichung  der 
verlangten  Ebene: 
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3) 


+  VQiJ.  -  KQ  +  Qhf.  -  KQ  +  {Kf2  -  hfi)]  v 
=  h  Wh  —  ihK)  +  U  {y-A  —  yM  +  fi  (jJih  —  y-A)- 

In  speziellen  Fällen  vereinfacht  sich   diese  Gleichung  oft 
bedeutend;  ist  z.  B.  f._.  =  //.  ==  A..  =  0,  so  bleibt 

4j    (5'i/*2 — ^2^*1)^'  +  (hfj  —  \fi)y  +  (/"i^2  —  fA } ^  =  ^^ 

als    Gleichung    der   Ebene,    welche    durch    den    Anfangspunkt 
der    Koordinaten    und    ausserdem    durch    die    Punkte    fiffi^^, 

üyA  ge^^^- 

Für  g^  =  //,  ^  f,  ^  li.^  =  /;;  =  //;;  =  0  crgicbt  sich 


oder 


+  1^  =  1 


Fig.  23. 


IL 


H„. 


H. 


als  Gleichung  einer  Ebene,  welche  auf  den  Koordinateuachsen 
der    Reihe    nach    die    Strecken  f^,  g^,  h.^    abschneidet;    dieses 

Resultat  stimmt  in  der 
Hauptsache  mit  der  Glei- 
chung 1)  des  vorigen  Para- 
graphen überein. 

Bemerkenswert  ist  auch 
der  spezielle  Fall,  wo  die 

F  \     F         X      Piiiikte  t\yi^'i    ^^^  UyJ'i 

^  in   einer  Ebene  \\xz,   und 

V^t       G,  zugleich  t\gji^  und  fig-^h.. 

0^  in  einer  Ebene  \^yz  liegen, 

wie    dies    Fig.  23    zeigt. 

Man  hat  unter  dieser  Voraussetzung  (7,  =  ^2  G^o  =  f\  G^  =  gi , 

f^  =  OF^  =  fy,   mithin  nach  Formel  8): 

—  («7s —yd  ih — K)^ — iü —fi)  ih — h)y  +  t./s —h)  u/ü  —yi.'~ 
= — {y3—yi){h—h)fi— ih—fx  ^  (h—f>  1  \o'i+ (A —fiXg» —y^  ^  ft , 

oder  einfacher 


5) 


i(:r-f:)- 


.'/.•,  —  9i 


M:'/  —  '/i)  +  ^  — /',  =  <' 
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Wenn  die  Punkte /j//j/<i,  f]>!/.,li.^  und /!j //,,//.,  in  einer  Geraden 
liegen,  so  sind  unendlich  viel  Ebenen  durch  dieselben  möglich; 
dies  zeigen  auch  die  Gleichungen  2),  sobald  man  ihnen  die 
folgenden  Formen  erteilt: 

A'  +  B'^=^  +  C'^'-f.^  =  0, 

/ s       /i  IS       h 

Ä  +  B'^-f^  +  G'^'-^^  =  0. 

's        'S  'S        's 

Unter  der  gemacliten  Voraussetzung  ist  nämlich  nach  §  7 
Gleichung  7) 

9s  — y,  ^  ff«  —  r/s         K—K  ^  K—h 
h-t\       h~f,'        h-fx       U-fV 

die  beiden  letzten  der  obigen  Gleichungen  werden  jetzt  iden- 
tisch und  man  hat  nur  noch  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  drei  Unbekannten  Ä,  B\  C . 

Die  Gleichung  3)  lehrt  auch  die  Bedingung  kennen,  unter 
welcher  vier  gegebene  Punkte  f^g-^\,  f^g^h,  h9zh,  f^yJh  i^ 
einer  Ebene  liegen.  Dazu  ist  nämlich  erforderlich,  dass  der 
vierte  Punkt  in  der  Ebene  liegt,  welche  durch  die  ersten 
drei  Punkte  bestimmt  wird:  die  gesuchte  Bedingung  lautet 
demnach : 

H-  \(hü  -  hQ  +  (/'3/1  -  KQ  +  Kh  -  Km9^ 

+  [(t\fM  —  fz9^)  +  ifi(Ji  —  fi9ä)  +  (fi92  —  f29i)]  K 
=  /i  {92h  —  9fs^^2)  +  ü  (9:'A  —  9M  +  fs  (9ih  —  9M- 


6) 


§  13. 

Die  (rerade  iu  der  Ebene. 

Um  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Gerade  iu  einer 
gleichfalls  gegebenen  Ebene  liegt  oder  nicht,  bedarf  es  mü- 
der Untersuchung,  ob  irgend  zwei  Punkte  der  Geraden  in  die 
Ebene  fallen  oder  nicht.  Bei  der  Willkürlichkeit  dieser  Punkte 
kann  man  sich  jene  Untersuchung  dadurch  erleichtern,  dass 
man  die  Spuren  der  Geraden  betrachtet;  je  nachdem  dieselben 
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in  die  gleichnamigen  Spuren  der  Ebene  fallen  oder  nicht,  liegt 
die  Gerade  in  der  Ebene  oder  ausser  ihr.     Ist  nun 

1)  Ax-j-  Bii  +  Cz  =  D 

die  Gleichung  der  Ebene,  so  sind  der  Reihe  nach 

Äx-\-  Bij  =  1),         Ax  +  Cz  =  T), 

Bij  +  C2  =  D 

die  Gleichungen  ihrer  xy-,  xz-  und  /y^-Spur:  bezeichnen  wir 
ferner  mit 

2)  y  =  B,x  +  h,,  z=C,.r^r^ 

die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden,  so  haben  wir  als 
Koordinaten  ihrer  in  gleicher  Ordnung  genommenen  Spuren 

/ Ci_  / 7    B^Cj^  ,, \  „ C,  b, 

■^  —        Q^,     V  —Ol         ^^    ;      X    —        ^,     2   —  Ci       -^ ; 

y"'=h,,         ,£•'"=  Cj. 
Der  Punkt  x' y'  liegt  nun   in   der  iC?/-Spur  der  Ebene,  wenn 

3)  -A^^-^B(h,-^)  =  B, 
ferner  liegt  x" z"  in  der  .r,?-Spur  der  Ebene,  wenn 

4)  _^|,  +  c(.,-^.)  =  7. 
endlich  y'" z'"  in  der  //^-S2)ur  der  Ebene,  wenn 

5)  B\  +  Ct\  =  B. 

Finden  von  diesen  Gleichungen  zwei  statt,  so  ist  die  Gerade 
in  der  Ebene  enthalten  und  die  dritte  Gleiehunof  eine  Folffe 
der  beiden  anderen.  Durch  Subtraktion  der  Gleichung  4) 
von  5)  ergiebt  sich  noch 

6)  A  +  BB^  H-  CL\  =  0 

und  diese  Gleichung  kann  in  Verbindung  mit  Nr.  5)  zum  Er- 
satz für  die  früheren  Gleiclimigen  dienen;  dui-ch  Elimination 
von  C  aus  5)  und  6)  erhält  man  nämlich  die  Gleichung  8», 
durch  Elimination  von  B  die  Gleiohunir  4).  Die  Gleichuntren 
5)  und  6)  enthalten  demnach  die  Bedingungen,  unter  welchen 
die  Gerade  in  der  Ebene  liesrt. 


§   ]."!.      Die  (Icrnilr   in    der    IHiciif.  77 

Dasselbe  IlesnUat  kann  man  IcMclit  auf  rein  analytist-hem  Wege 
finden.  Jeder  Punkt  der  Geraden  muss  uämlich  ein  Punkt  der 
Ebene  sein,  es  ist  folglich  erlaubt,  die  Werte  von  y  und  z 
aus  Nr.  2)  in  Nr.  1)  zu  sul)stituieren;  die  letztere  Gleichung 
erhält  dadurch  die  Form 

und  .sie  muss  nun  für  alle  .r  gelten;  dies  ist  aber  nur  möglich, 
wenn 

7)       A  +  nn,  +  (jc,  =  0   und    y//y,  +  cc,  =  d, 

welche  Bedingungen  mit  den  früheren   übereinstimmen. 

Hieran  knüpfen  sich  einige  Aufgaben,  betreifend  die  Be- 
stimmung solcher  Ebenen,  die  eine  oder  zwei  gegebene  Gerade 
enthalten  sollen. 

a.  Ebene  durch  einen  Punkt  und  eine  j^egebene 
Gerade.     Sind  /",  //,  h  die  Koordinaten  des  gegebeiien  Punktes, 

8)  ij  =^  B^x  +  /v,  .         z  ^  C^x  -\-  q 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden,  endlich 

9)  Äx  +  B'y+  C'z  =  1 

die  Gleichung  der  verlangten  Ebene,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
von  A,  B' ,  r'  die  drei  Gleichungen 

Af-^By+C'h^l, 

Ä  +  B'B,  +  C'C,  =  0 ,        Bh^  +  Cc,  =  1 , 

aus  denen  jene  Unbekannten  leicht  zu  entwickeln  sind.  Etwas 
kürzer  ist  folgender  Weg;  man  subtrahiert  die  erste  der  Be- 
dinguugsgleichungen  von  der  Gleichung  der  Ebene  (Nr.  9j, 
dividiert  überall  mit  Ä  und  setzt  zur  Abkürzung 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  ist  dann 

10)  x  —  f-\-  Miy  —  g)  +  N(z  —  h)  =  0 . 

Durch  Division  mit  jL'  ergiebt  sich  ferner  aus  der  zweiten 
Bedingung  die  folgende 

B,M+C,K=-l- 
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subtrahiert  man  endlich  die  erste  Bedingungsgleichung  von 
der  letzten  und  dividiert  wiederum  durch  A',  so  ist 

Die  letzten  zwei  Gleichungen  bestimmen  M  und  N:  nach 
WegschaflFung  der  Brüche  erhält  man  aus  Nr.  10): 

^  \-  (CJ-{-r.,-h)  (y-g)  +  (BJ-\-b,-g)  {z-  h)  =  0 

als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.  Liegt  der  Punkt  fyh  in 
der  gegebenen  Geraden,  ist  also  gleichzeitig 

SO  werden  die  beiden  für  M  und  N  an^eo^ebenen  Gleichuncren 
identisch  und  es  bleibt  daher  eine  dieser  Grössen  willkürlich, 
wie  es  die  in  diesem  Falle  vorhandene  Unbestimmtheit  der 
Aufgabe  erfordert. 

ß.    Ebene    durch    zwei    Gerade.     Wenn    eine    Ebene, 
deren  Gleichung 
12)  Äx-\-li'ij-^  C'z=\ 

heissen  möge,  zwei  durch  die  Gleichungen 

\y  =  B^j:  +  \,         z  =  C^x  +  c^ , 

I  y  =  B^yX  +  ho,         z  =  (\x  +  Ca 

gegebene  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  so  müssen  die  Koeffi- 
zienten  Ä,  B,  C   den   folgenden  vier  Gleichungen    genügen: 

Ä  -j-  B^B'  +  C\ C  =  U ,         b,B'  -j-  c^C  =  1, 
Ä  +  B^B'  +  C^C  =  0,         hB'  +  c.,C'  =  1. 

Man  kann  hier  zunächst  />'  und  ("  aus  denjenigen  zwei 
Gleichungen  bestimmen,  in  denen  A'  nicht  vorkommt,  unil 
findet: 

jy 3  ".?*_._  c  ^^^  _i_      _i_r~_s_    . 

die  beiden  übrigen  Gleichungen  liefern  nachher  zwei  Werte 
von  A',  nämlich: 


t;  14.     F';ii;ill(l<'  Liif,'«'  tint'i-  Geraden  gegen  eine  Ebene.  70 

Dil  A'  nur  einen  Wert  haben  kann,  so  ist  die  Aufgabe  un- 
möglich, wenn  die  beiden  für  A'  gefundenen  Ausdrücke  ver- 
schieden sind,  möglich  dagegen,  sobald  jene  Ausdrücke  zu- 
sammenfallen.    Das  Letztere  findet  statt  für 

//,  (6'i  —  c._,)  —  (\  (6,  —  K)  =  R,  (ci  —  c^)  —  (\  (b^  —  hj 
oder 

14)  il\  -  B,)  [c,  —  c,)  =  (C\  —  C,)  (h,  -  K) , 

d.  h.  wenn  die  Geraden  sich  entweder  schneiden  oder  parallel 
laufen.  Die  vorstehende  Bedingung  ist  identisch  mit  der  schon 
früher  (§8)  erwähnten,  nach  welcher  zwei  Gerade  in  einer 
Ebene  liegen  oder  nicht,  je  nachdem  die  obige  Gleichimg  er- 
füllt oder  nicht  erfüllt  ist.  Das  Bestehen  der  Gleichung  14) 
vorausgesetzt,  haben  wir  als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene: 

15 )  [ßi  (q  —  Co)  —  (\i  f\  —  ftg)] «  —  (>i  —  Co)  y  +  ( &i  —  62)  ^ 

Ist  b^c^  =  h^i\,  was  geometrisch  bedeutet,  dass  die  Verbindungs- 
linie der  i?/.?- Spuren  h^c^  und  ^2^2  durch  den  Koordinatenanfang 
geht,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung 
und  die  Ebene  beider  Geraden  geht  dann  gleichfalls  durch 
den  Anfangspunkt  der  Koordinaten. 

§  1-t- 
Parallele  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 

Wenn  eine  Ebene  und  ausserhalb  derselben  eine  Gerade 
gegeben  sind,  so  kann  man  die  Frage,  ob  die  Gerade  die 
Ebene  schneidet  oder  ihr  parallel  ist,  dadurch  entscheiden, 
dass  man  durch  irgend  einen  Punkt  der  Ebene  eine  Parallele 
zur  Geraden  legt;  diese  Parallele  hat  mit  der  Ebene  entweder 
nur  jenen  einzigen  Punkt  oder  alle  Punkte  gemein;  im  ersten 
Falle  schneidet  die  Gerade  die  Ebene,  im  zweiten  Falle  ist 
sie  ihr  parallel,  weil  sie  einer  in  der  Ebene  liegenden  Geraden 
parallel  läuft.  Das  genannte  Kennzeichen  drücken  wir  auf 
folgende  Weise   analytisch  aus.     Die  Gleichung  der  Ebene  sei 

1)  Ax  +  By+Cz  =  D, 
die  Gleichungen  der  Geraden  mögen  heissen 

2)  y  =  B,x-\-\,         ,=  C,x  +  c,; 
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für  irgend  einen  Punkt  a^o^^o'^o  '^'^^'  gegebenen  Ebene  gilt  die 
Gleichung 

ÄXf,  +  BiJq  +  C'^o  =  ^^ ; 
und   wenn   wir   sie   mit   der  Gleichung   1)    durch   Subtraktion 
verbinden,  so  ist 

3)  Ä(x  —  x^)  +  ]J  iy  —  y,)  +  C  (z  -  z,)  =  0 

immer  noch  die  Gleichung  derselben  Ebene,  nur  mit  der 
Nebenbestimmung,  dass  letztere  den  Punkt  x^^y^ZQ  enthält. 
Die  Gleichungen  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Parallelen 
zur  gegebenen  Geraden  sind 

4)  ?y  —  2/o  =  ^1  (^  —  ^'-'oJ  ;  ^  —  ^Q=  <\  (^  —  ^(^ ) 

und  wenn  die  Parallele  ganz  in  der  Ebene  liegen  soll,  so 
müssen  die  Koordinaten  jedes  ihrer  Punkte  soAvohl  den  Glei- 
chungen 4)  als  der  Gleichung  3)  genügen;  dies  giebt  für  jedes 
beliebige  x 

(Ä-j-BB,-{-CC,)(x-x,)  =  0, 

was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Gleichung 

5)  A  +  BB,-i-C(\^0, 

stattfindet;  diese  ist  folglich  die  Bedinffuno-so^leichuno;  für  die 
parallele  Lage  der  Geraden  gegen  die  Ebene.*) 

Hieran  knüpfen  sich  einige  Aufgaben  über  die  Bestimmung 
einer  Ebene,  welche  einer  oder  zwei  gegebenen  Geraden  parallel 
sein  soll. 

a.  Ebene  durch  zwei  Punkte  parallel  einer  Ge- 
raden. Die  gegebenen  Punkte  mögen  fiOji^,  f^y-i^h  ^^^  ^^^ 
Gleichungen  der  gegebenen  Geraden 

6)  y  =  Bx  -\-  h,         2  =  Cx  +  c 
heissen;  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  sei 
1)  Lx  +  3fy  -\-  Nz=  1. 


*)  Die  im  vorigen  Paragraphen  unter  Nr.  7)  verzeichneten  Be- 
dingungen für  den  Fall,  dass  die  Gerade  in  der  Ebene  liegt,  erhalten 
durch  das  Obige  eine  sehr  einfache  Bedeutung.  Von  jenen  zwei  Be- 
dingungsgleichungen sagt  nämlich  die  erste,  dass  die  Gerade  parallel 
der  Ebene  ist,  und  die  zweite,  dass  die  yz-Spur  der  Geraden  in  der 
gleichnamigen  Spur  der  Ebene  liegt,  dass  also  beide  Gebilde  einen 
Punkt  gemein  haben;  diese  Bedingungen  sind  zusammen  nur  von  einer 
in  der  Ebene  enthaltenen  Geraden  erfüllt. 
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Dass  die  Eljeiio  durch  jene  zwei  Punkte   geht,    wird  aus 
gedrückt  durch  die  beiden  Gh'ichungen 

Lt\  +  M(i,  +  Nh,  =  1 , 
Lf,  +  M,i,^Nh,=  1; 

die    parallele  Lage  der  Ebene    und    der  Geraden   liefert  hierzu 
noch  die  Bedingung 

/.  +  .¥/>'+  2sC  =  0, 

und    damit    hat    man    drei   Gleichungen    zur   Bestimmung    der 
drei  Unbekannten  L,  M  und  N.    Man  findet  für  sie  die  Werte: 

B{h,-h,)-C{g,-g^) 


L  = 

W—  -(/,,-/g +  6' (/,-/-,) 

yg,  -  Bf,)  (h,  -  CQ  -  (g,  -  Bf,)  {\  -  Cf^) ' 


ig,  -  Bf,)  (h,  -  Cf„_)  -  (g,  -  Bf,)  {h,  -  Cf,) ' 

-(/>t-/g  +  c'(/,-/-,) 

)Qh-Cf,)-ig,-Bf,){ 

^r  _  +(.^.  -J^^   -B{f,-f,) 

{g,  -Bf,)  {K  -  Cf,)    -  ig,  -  Bf,)  (h,  -Cf,)' 

durch   Substitution   in   Nr.  7)   und  Wegschaffung   der  Brüche 
ergiebt  sich: 

[B  ih ,  —  //, )  —  ( '  ( //,  —  (j^)]  X 

8)    \-Vh,-h, - ('(f,-n)\y  +  \g,-9,-B{f\ -f,)]z 

=  (ßx  -  Bfd  ( h,  -  Cf,)  -  (ß,  -  Bf,)  {h,  -  Cf,) 

als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene. 

ß.  Ebene  durch  eine  Gerade  parallel  einer  zweiten 
Geraden.  Die  beiden  gegebenen  Geraden  mögen  durch  die 
Gleichungen 

j  y  =  A-^  +  ^1 ,       -^  =  c^^  +  Ci , 

\  y  =  B.,x  -\-  h ,         z  =  C^x  -\-  c.> , 
bestimmt  sein;  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  heisse 
10)  Lx  +  My  +  Nz  =  1 . 

Soll  diese  Ebene  die  erste  Gerade  in  sich  enthalten,  so  müssen 
die  Bedingungen 

/.  +  B,  31  +  ( ;  N,         h,  M  +  c,  N  =  1 

erfüllt    sein,    und    wemi    sie    ausserdem    der  zweiten    Geraden 
parallel  liegen  soll,  so  gehört  dazu 

L  +  B,M-j-C,N=0. 

Fort  u.  Schlömilch,    anal.  Geom.  II.  6 
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Aus  diesen  drei  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  Unl^ekannten 

L,  31,  N  die  Werte: 

T    ^^  B^(\  —  B^C^ 

M=  ^i~^* 

h,{C,-C,)-c,{B,-Ji,V 

h^{C,-'C,)-c,{B,-B,y 
durch   Substitution   dieser  Ausdrücke   erhält  man   aus  Nr.  lU; 

als  Gleichung  der  verlangten  Ebene. 

y.  Ebene  durch  einen  Punkt  parallel  zwei  Geraden. 
Bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  mit 
/■  g,  h,  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  und  der  ge- 
suchten Ebene  wie  vorhin,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der 
Unbekannten  L,  31,  N  die  Gleichungen: 

L/'+  Mg  +  Nh  =  1 , 

L  -\-B,3I-\-(\N=0, 

L  -\-B,^M-^(\,N=0. 
Die  Ermittelung  von  L,  31,  N  bietet  hiernach  keine  Schwierig- 
keit und  mag  unterbleiben,  weil  sich  die  Rechnung  eleganter 
auf  folgende  Weise  führen  lässt.  Wir  ziehen  die  erste  Be- 
dinffunoso-leichuno-  von  der  Gleichung  der  Ebene  ab,  dividieren 
mit  L  und  setzen  zur  Abkürzung 

L  —  J-  ,  L   ~  ^' 

die  Gleichung  der  Ebene  lautet  dann 

12)  x~f+  P{y  -g)-^  Q{z  -  h)  =  0. 

Die    übrigen  Bedingungsgleichungen    dividieren  wir   gleichialls 

durch  L   und  haben  dann   zur  Bestimmung  von  1'  und   (^f  die 

Gleichungen 

i  +  5,p+r\  (?  =  (), 

aus  denen   sich  die  Werte  ergeben 

p  ^^     ^1  —  ^8  _         /  i  ^^ -^1  r  ^s 

r>,  (\  —  B,(\'  *■  B,  C,  —  B^(\ 
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Durch   Substitution    derselben    in    Nr.   12)    erhalten    wir    nach 
Wegsc'haffung  dor  Brüche 

13)  {B,C,  -  //, ( \)  {x  -  f)  -f  (t\  —  C,)  iJJ  -  // : 

-  {li,  -  B,)  (0  -  h)  =  0 

als  Gleichung  der  verlangten  Ebene. 

§  15. 
Senkrechte  Lage  einer  fireraden  gegen  eine  Ebene. 

Wenn  eine  Ebene ^  deren  Gleichung 

1)  Ax-{-  Bij  -\-  Cz  =  IJ 

heissen  möge,  normal  zu  einer  durch  die  Gleichungen 

2)  ])  =  B^^x  -\-  h^^,         z  ^  C^x  -{-  c^ 
bestimmten  Geraden  liegen  soll,  so  müssen  die  Stellungswinkel 
der  Ebene,  d.  h.  die  Winkel  a,  ß,  y  der  Reihe  nach  dieselben 
sein,   wie  die  Richtungswinkel   a^,  ß^,  y^  der  Geraden.     Dera- 
gemäss  gelten  für  die  genannte  Lage  die  Bedingungen 

H )         cos  a  =  cos  u^ ,       c-os  ß  =  cos  ß^ ,       cos  y  =  cos  y^ 
oder 


f          ^ 

B 

+ 

c- 

yA^-\-B^ 
C 

+ 

c* 

yA^  +  B^ 

+ 

c* 

yi-\-B,'+c^'' 

Da  schon  zwei  Richtungswinkel  hiiu-eichen,  um  die  Lage  einer 
Geraden  zu  bestimmen,  so  ist  jede  der  drei  vorstehenden 
Gleichungen  eine  Folge  der  beiden  übrigen,  und  eben  deshalb 
braucht  mau  nur  zwei  derselben  beizubehalten.  Dies  geschieht 
am  einfachsten,  wenn  man  die  zweite  und  dritte  Gleichiuig 
durch  die  erste  dividiert;  es  wird  dann 

5)  X  =  ^-         Z  =  ^^' 

und  in  der  That  zeigt  sich,  dass  die  Gleichungen  4)  erfüllt 
sind,  wenn     B^  =    '     und    C\  ==    .      gesetzt  wird. 

G* 
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Die  erste  der  (rleichungeii  5)  ist,  wie  man  leicht  findet, 
die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  in  der  :rv/- Ebene  liegenden 
Geraden 

Äx  -{-  By  =  I)     und     xj  =  B^x  -\-  hy 

aufeinander  senkrecht  stehen  ;  ebenso  bedingt  die  zweite  Glei- 
chung in  Nr.  5)  die  gegenseitige  senkrechte  Lage  der  Geraden 

Ax  -\-  Cz  ^  J)     und     ,-  =  C\x  -\-  c^ : 

man  kommt  also  auf  den  bekannten  Satz  der  deskriptiven 
Geometrie  zurück,  dass  eine  Gerade  normal  zu  einer  Ebene 
ist,  sobald  zwei  ihrer  Projektionen  senkrecht  sind  zu  den 
gleichnamigen  Spuren  der  Ebene. 

Hieran  knüpfen  sich  folgende  zwei  Aufgaben. 

IC.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Xormal- 
ebene  zu  einer  gegebenen  Geraden  zu  legen.  Die 
Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  /",  (/,  Ji ,  die  Glei- 
chungen der  gegebenen  Geraden 

6)  y  =  B^x-\-h^,         z  =  (\x -\- c^ 
sein,  und  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  heisse 

Äx  -\-  By  -\-  Cz  =  D. 

Da    letztere    durch    den   Punkt    fgh    gehen   soll,    so    hat    man 

erstlich 

Äf-{-  B(i  +  Ch  =  D, 

untl  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  er- 
üiobt  sich  nach  Division  mit  A 

7)  x  —  f-{-^[y  —  (/)  +  ^(^  —  li)  =  <»• 

Dies  ist  immer  noch  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  nur 
mit  Einrechnung  der  ersten  angegebenen  Bedingung.  Zufolge 
der  Gleichungen  5)  hat  man  nun 

8)  a;  — /■+  B,(y~(,)  +  (\^z  —  /n  =  (• 

als  Gleichung  der  gesuchten  Normalebene. 

Die  hiermit  bestimmte  Ebene  schneidet  die  gegebene 
Gerade  in  einem  Punkte,  dessen  Koordinaten  x^,,  y^,  .r„  sich 
mittels  der  Bemerkung  finden  lassen,  dass  sie  den  Gleichungen 
6)  und  8)  gleichzeitig  genügen  müssen,  weil  der  Punkt  x^^y^z^ 
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sowohl   der    <<er;Klc'ii    als   der   Ebene   angeh()rt.     Aus   den    drei 
(T}l(>iclinii<j;en 

x,-f-\-  B,  (y,  -g)  +  (\  {z,  -  h)  =  0 
erhält  inan   ohne  Mühe: 

f-\-B,(g-b,)-\-C,{h-c,) 


9) 


Xu 


;'/(. 


,     /•+  B,  {g-b,)  +  C,  {h-  c,) 


oder  auch,  weiiii   die  Zeichen 

iF=B, {BJ+  h,  -g)  +  (\ {CJ+  q  -g) , 
10)   \g  =  C[B,{c,-h)  -  C,(h,-g)]-  (BJ-\-h,-g), 

\h  =  B [C\  ih,  - g)  -  B,  (c,  —  h)]  —  ((\  f  J-  r^  —  h) 

zur  Abkürzung  eingeführt   werden: 

F 


11) 


H 


=  h 


1  +  J?i*+C,^ 


Die  Formeln  10)  und  11)  stimmen  überein  mit  Nr.  H)  und  12) 
des  §  9;  in  der  That  ist  auch  der  Punkt  ^Qy^z^  nichts  anderes 
als  der  Fusspunkt  des  Perpendikels  vom  Punkte  fgh  auf  die 
gegebene  Gerade.  Ebenso  wüi'de  die  Entfernung  der  Punkte 
^qV/o-^o  ^^^  fy^^  ^611  bereits  in  §  9  berechneten  Abstand  des 
Punktes  von  der  Geraden  darstellen. 

ß.    Senkrechte  von   einem  Punkte  auf  eine  El)ene. 
Die  gegebene  Ebene  sei  durch  die  Gleichung 

12)  Ax  +  By  -{-  ('z  =  T), 

der  gegebene  Punkt  durch  die  Koordinaten  f,  9i  ^^  bestimmt 
und  durch  ihn  werde  senkrecht  zu  jener  Ebene  eine  Gerade 
gelegt,  deren  Gleichungen  wir  mit 

y  =  B^x  +  6i ,         ^  =  C^x  +  Ci 
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bezeichueu.      Die    Bedingung,    dass    diese    Gerade    durch    den 
Punkt  fyh  gehen  soll,  liefert  die  Gleichungen 

durch  deren  Einführung  die  vorigen  Gleichungen  übergehen  in 

y  —  <J  =  ^1  (x  —  f),         z  —  h  =  C\  (x  —  /■  I . 

Die    noch   übrigen  Unbekannten   By   und   C\    bestimmen    sich 
aus  Nr.  5)  und  daher  sind  die  gesuchten  Gleichungen 


13) 

-fh 

2  - 

-// 

= 

c 
Ä 

iX 

oder 

sj^mmetrischer 

U) 

x-f 
A 

=  y 

B 

fl  

'tT 

h 

Die  hiermit  bestimmte  Gerade  schneidet  die  gegebene 
Ebene  in  einem  Punkte,  dem  Fusspunkte  des  von  fr/h  auf 
die  Ebene  herabgelassenen  Perpendikels,  dessen  Koordinaten 
Xy,  y-y,  Zy  heissen  mögen.  Zufolge  der  Bemerkung,  dass  Xy,yy,  Zy 
den  Gleichungen  12)  und  13)  gleichzeitig  genügen  müssen, 
hat  man 

Axy  +  Byy  +  Csy  =  B, 

und  findet  hieraus: 

•^1  —  r  -f-  --^         A'-4-B-+C''~        ' 


15) 


,.    _  ,,    ,     r.  r)  -  {Af.i.Bg-\-Ch) 


Um  endlich  die  Entfernung  der  Punkte  fyh  und  .i\yy-y, 
d.  h.  den  Abstand  des  Punktes  fyh  von  der  Ebene  zu  be- 
stimnu'u,  haben  wir,   wenn  q  die  gesuchte  Grösse  bezeichnet: 

q  =  y(xy-f)'-+  (yy  -yY  +  {Zy—hf 

und  nach  Substitution  der  Werte  von   Xy,  yy,  .?, : 
....  Ar+  Bg  -{-  Ch  -  B 

^  l/A»  +  B»  4-  C*     ' 

in  Übereinstimmung  mit  §  11,  Nr.  f). 
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y.  Dio  Formel  für  q  bestimmt  auch  den  gegenseitigen 
Abstand  einerEbene  und  einer  ihr  parallelen  Geraden. 
Sind  nämlich  die  Crleichungen  der  gegebenen   (leraden 

17)  y  =  B'x-{-h',         z  =  C'x-^(', 
worin    />'   und   C  der  Bedin^nnig 

18)  .4  +  Bii'  +  rr'  =  o 

genügen  müssen,  so  hat  man  nur  festzusetzen,  dass  der  Punkt 
fgh  auf  der  gegebenen  Geraden  liegt,  dass  also  die  Gleichungen 

19)  ,,  =  B'f-\-h',         h  =  C'f-\-c 
stattfinden.     Die  Entfernung  q  des  Punktes  f<jh  von  der  Ebene 
ist  dann  einerlei  mit  dem  Abstände  der  Geraden  von  der  Ebene, 
mithin  nach  Nr.  16)  und  19) 

_  B  —  \{A  -\-BB'  -\-  CC)  f  +  Bh'  -\-  Cc'} 

und  mit  Rücksicht  auf  Nr.  18) 

Die  Vorzeichen  von  q  befolgen  selbstverständlich  dieselbe  Regel 
wie  in  §  11,  Nr.  5). 

§  10. 
Beliebige  Lage  eiuer  Oeradeii  gegeu  eine  Ebene. 

Eine  Ebene,  deren  Gleichung 

1)  Ax  +  By  -\-  Cs  =  D 

sein   möge,  hat  mit  einer  durch  die  Gleichungen 

2)  y  =  B^x-\-  b^,         z  =  CyX  +  q 

bestimmten  Geraden  im  allgemeinen  einen  Punkt  gemein, 
nämlich  den  Durchschnitt  beider  Gebilde.  Die  Koordinaten 
Xq,  y^,  Zq  desselben  ergeben  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  sie 
den  Gleichungen  1)  und  2)  zusammen  genügen  müssen,  dass 
also  gleichzeitig 

Axq  +  Btj^  +  C'^o  =  ^^; 

sein  muss;  hiernach  findet  man  ohne  Mühe 


88 


Drittes  Kapitel.     Die  eben«-  Fläche 


3) 


^0 


A-\-BB,-\-  CC, 


A  +  BB,  +  CC, 

Im  allgemeinen  sind  diese  Ausdrücke  endliche  Grössen,  sie 
können  aber  unter  Umständen  u aendlich  oder  unbestimmt 
werden.  Ist  erstens  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Brüche 
gleich  Null,  ohne  dass  jeder  Zähler  verschwindet,  so  wird 
Avenigstens  eine  der  Koordinaten  ./(,,  ?/„,  ^^  unendlich  gross; 
die  Gerade  hat  dann  mit  der  Ebene  einen  xmendlich  entfernten 
Punkt  gemein,  d.  h.  sie  ist  ihr  parallel  (vgl.  §  14).  Ver- 
schwinden der  Nenner  imd  alle  Zähler  der  vorigen  Brüche 
gleichzeitig,  so  erhalten  x^,  iJq,  Zq  die  unbestimmten  Werte 
-,   d.  h.    jeder   Punkt    der   Geraden  ist   ein  Punkt   der  Ebene 

(vgl.  §  13). 

Um    ferner   den   Neigungswinkel    der    Geraden    gegen   die 

Ebene  zu  be-stimmeu,  denken  wir  uns  im  Durchschnittspunkte 

Pq  beider  Gebilde  eine  Normale 
J^f^T  auf  der  Ebene  errichtet 
(Fig.  24);  der  Neigungswinkel 
BPqS,  welcher  co  heissen  möge, 
ist  dann  die  Rechtersfänzunor 
des  Winkels  S'P^T  zwischen 
der  Geraden  und  der  Normalen, 
also  sin  w  =  cos  SP^T.  Wegen 
P^T  OD  kann  „SP(,Jals  der 
Winkel  zwischen  OD  und  P(,N 
betrachtet    werden    und    dieser 

lässt   sich   aus    den  Stellungswiukeln    «.   /5,   y   der   Ebene    und 

den   Richtungswinkeln   «^ ,  ß^ ,  y^    der   Geraden    herleiten.      Es 

ist  nämlich 


Fig.  L>4. 


cos  cc 


cos  ji  = 


cos  y  = 


yA^+  B^-\-  C- 
B 

C 


- —  ,  cos  «,  = 


1 


}/^»-f  JB»-j-  C* 


cos^i  = 


cosr,  = 


fi 

)1  +  .B.«>C.»' 
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sin  w  =  cos  S  PqT  =  cos  k  cos  «^  -|-  cos  ß  cos  /J,  -(-  cos  y  cos  ^'i , 
mitliiii  «lurcli  Substitution  der  vorigen  Cosinuswerte 
,  .  .1  +  BB,  +  C(\ 

Für  den  besonderen  Fall  .1  -|-  BB^  -{-  C(\  =  0   wird  oj  =  0, 
und  dann   liegt   die  Gerade  entweder   parallel   zur  Ebene  oder 

n  (' 

ganz    in    letzterer.      Ist     ^^i  =   ^  ,     ^'i  "^  ^  ;    ^^    findet    sich 

(0  =  !I0"^    mitbin    steht    dann    die    (xerade    senkrecht    auf   der 

Ebene.     Damit    bestätigen  sich   die  früher  auf  anderem  Wege 

entwickelten  Resultate. 

Xoch  wollen  wir  bemerken,   dass  die  Eormeln  3)  und  4) 

symmetrischer    werden,    sobald   man    sieh   vorstellt,    dass   die 

Gerade    durch    einen    gegebeneu   Punkt    a'h'c    geht    und    dass 

ihre    Richtung    durch    drei    Konstanten    Ä,  B',   C    bestimmt 

wird,  die  sich  wie  die  Cosinus   der  Richtungswinkel  a^,  ß^,  y^ 

verhalten.     Nach  §  6  sind  daini    die  (xleichungen   der  Geraden 

X  —  a   ;(/  —  //  z  —  c 

;> )  ^Zr~  ^  '^B^~  ^  '~C~ ' 

mithin  ist  durch   Vergleich  mit  Nr.  2) 

^  B'  .,  C 


h. 


Ä'h   —  B'n  A'c  —  Ca 


A'  '  ^1  A  ' 

und  zufolge  dieser  Werte  erhält  mau : 

—     '    I     -D  —  {Aa+Bb'-{-Cc)    ., 
>'o  —  (I   -\-  ~  -^~^,  _l_  -g^,  _|_  fjf^.~  A  , 

ih         ^   -t-      ^^-  ^  _B^'  _|_  CC     ^  ' 
_    _    ,         D  —  {Ad  +Bh'  -\-Cc)  ^„, 

AA  +  BB'  +  CC 


6) 


i  ) 


y{A^  -I-  fiä  -f-  C^)  (.4'^  +  B'^-  +  C'2) 
Ist  gleichzeitig 
AÄ  -\-BB'  ^  CC  =  0     und     .1«  +  ifZ>' +  Tt' =  X>, 
so  liegt  die  Gerade  in  der  Ebene;  ist  dagegen 

AÄ  H-  BB'  +  CC  =  0     und     Aa  +  ^//  +  Cc  ^  Z), 
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so  liegt  die  Gerade  parallel  zur  Ebene.     Wenn  endlich 
B'         B  ,      C         C 


oder  besser 

.1 

B          <• 

~  Jf  ~~  (•' 

ist^  so  steht  die  Gerade  senkrecht  auf  der  Ebene. 

§  IT. 

Zwei  Parallelebeiien. 

Bereits  in  §  11  haben  wir  von  der  Bemerkung  Gebrauch 
gemacht,  dass  parallele  Ebenen  gleiche  oder  um  180^  von- 
einander verschiedene  Stellungswinkel  haben.     Sind  nun 

1)  Ax  -I-  By  +  Cz  =  J), 

2)  A,x+B,y+(\.z=I), 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  u,  ji,  y  die  Stellungswinkel 
der  ersten,  a^,  ß^,  y^  die  der  zweiten  Ebene,  so  hat  man  als 
Bedingung  für  die  parallele  Lage  beider  Ebenen 

cos  a  :  cos  ß  :  cos  y  ==  cos  a^  :  cos  ß^  :  cos  y^ , 
oder  zufolge  der  bekannten  Werte  dieser  Cosinus: 

3)  A:JI:('=  A,:  li,  :  C\. 

Auch  ohne  Rücksicht  auf  die  Stellungswinkel  kann  man 
zu  diesen  Gleichunjjen  «gelangen ,  wenn  man  sich  an  den  Satz 
erinnert,  dass  zwei  Ebenen  parallel  liegen,  sobald  ihre  gleich- 
namigen Spuren  parallel  sind.  Zur  parallelen  Lage  der  xy- 
S  puren 

Ax^By  =  I),         A,x-^n,y  =  I\ 

gehört  nun   die  Bedingung 

A         A,  ,  A  B 

II  =  n,      ^^^^^"     A,  =  B,  5 

der  Parallelismus  der  a; 5'- Spuren 

Ax  +  Cz  =  D,         A^x  -f  (\2  =  7>i 

verlangt  die  weitere  Bedingung 

A         A,         ,  .1  (' 

r  =  C,      oder    -j;  =  -c;' 


§  17.     Zwri   l^iiiallclrljeiieii.  91 

und  diese  f'iilirt  mit  der  vorjf^eii  zusammen  ;mf  die  in  Nr.  ;>) 
verzeichneten   Gleichungen. 

Der  Abstand  r  der  beiden  Parallelebenen  ist  leicht  aus 
den  Entfernungen  il  und  d^  herzuleiten,  in  welcheji  sich  die 
Ebenen,  vom  Koordinatenanlange  aus  gerechnet,  befinden. 

Werden  1)  und  />,  wieder  positiv  vorausgesetzt,  so  «t- 
giebt  sich   c  aus 

-,  /    A9         l  Tkl         1  /•>.)      '  i 


YA^  +  7?^  4-  r'  '         '       Ya^'-  +  b,«  +  r;ä 
zu 

6'  =  f/  —  (/^ ,     oder     e  ^  d  -\-  d^, 

jenachdem  der  Koordinatenursprung  ausserhalb  der  von  den 
beiden  Ebenen  begrenzten  Schicht  liegt  oder  innerhalb;  dabei 
fällt  e  positiv  oder  negativ  aus,  jenachdem  die  zweite  Ebene 
und  der  Ursprung  auf  derselben  Seite  der  ersten  liegen  oder 
nicht. 

Wir  knüpfen  hieran  die  Aufgabe:  Durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  eine  Ebene  parallel  einer  gegebenen 
Ebene  zu  legen.  Bedeuten  /",  ^,  li  die  Koordinaten  des  ge- 
gebenen Punktes,  und  ist  femer 

Ax  -f  By  -{-  Cz=  IJ 

die  Grleicliuno-  der  o-efjebenen,  dag-eofen 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  so  muss  erstens 

Aj  +  B,f, -^  (\h  =  n, 

sein.  Indem  man  diese  Gleichung  von  der  vorioren  subtrahiert 
and  nachher  mit  Ä^^  dividiert,  erhält  man 

^'  -  /■  + 1;  0/  -  fj)  +  ^  [^  ->■)  =  0 , 

und  dies  ist  immer  noch  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene 
mit  Einschluss  der  Bedingung,  dass  die  Ebene  den  Punkt  fgh 
enthalten  soll.  Zur  parallelen  Lage  beider  Ebenen  gehört 
weiter  die  Bedingung  3)   oder 

Jj\  _  B  £i   _  (' 

~A,  ~  A  '         Z    ~  J.  ' 
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nach  Substitution  dieser  Werte  luid  Multiplikation  mit  .1 
gelangt  man  zu  der  gesuchten  Gleichung,  nämlich 

4)  A  (x  -f)-\-B(y-  fj)  +  CU  -  h)  =  0. 

Der  Abstand  dieser  Ebene  von  der  gegebenen  Ebene  ist  einerlei 
mit  der  Entfernung  des  Punktes  fgh  von  der  gegebenen  Ebene. 

§  IB- 
Zwei  anfeinainler  senkrechte  Ebeneu. 

Lässt  man  von  irgend  einem  Punkte  P^  einer  Ebene  CCj 
ein  Perpendikel  p  auf  eine  andere  Ebene  Ö3  herab,  so  liegt  p 
entweder  ganz  in  der  Ebene  QBi  oder  schneidet  (S^ ;  im  ersten 
Falle  sind  beide  Ebenen  zueinander  senkrecht,  im  zweiten 
nicht.  Um  dieses  geometrische  Kennzeichen  analytisch  aus- 
zudrücken, bezeichnen  wir  die  Gleichuno-eu  der  Ebenen  C£ 
und  (Ej  mit 

1)  Ax  -\-By  -\-  Cz  =  J), 

2)  A,.r-\-B,!j-^(\z  =  I)„ 

und  nennen  x^ ,  //^ ,  ^^  die  Koordinaten  eines  in  der  letzteren 
Ebene  liegenden  Punktes  P^,   für  welchen  also  die  Gleichung 

3)  A,x,-\-B,i/,  +  C\.~,  =  T\ 

besteht.  Nach  §  15  Formel  13)  sind  die  Gleichungen  der  von 
Pi   auf  (E  herabgelassenen  Senkrechten 

y  —  //^  =  -j {x  —  x\),  ■  ~  ^^=    ^  ( ./  —  .*  J , 

und  wenn  diese  Gerade  ganz  in  der  Ebene  (J^j  liegen  soll, 
so  müssen  nach  §  13  die  Bedingungen 

4;  '^1  +  ^1^  +  ^^^=*'' 

erfüllt  sein.  Von  diesen  Bedingungen  ist  die  zweite  über- 
flüssig, weil  sie  aus  Xr.  '^')  und  4)  folgt,  wenn  man  die 
letztere  Gleichung  mit  .i\  multipliziert  und  von  der  vorigen 
abzieht.  Zu  dem  nämlichen  Resultate  führt  auch  die  geo- 
metrische Bemerkung,  dass  ji  mit  (£,  bereits  den  Punkt  x^l^^z^^ 
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gemein    hat,   alöo   mir   noch   parallel    mit  (^^   zu   sein    braucht, 
um   ganz    in   diese   Ebene   zu   fallen.     Als  Bedingung  für  die 
senkrechte    Lage    zweier    Ebenen    bleibt    daher    nur    die    eine 
Gleichung  5)  oder 
(j)  AA,  +  />'/>',  +  ('(\  =0. 

Hieran   knüpfen  sich  folgende  Aufgaben: 

a.  Durch  zwei  gegebene  Punkte  eine  Normal- 
ebene zu  einer  gegebeneu  Ebene  zu  legen.  Nennen 
wir  /■  ,  (J^,  1i^,  f\,,  (j.^,  Ji.^  die  Koordinaten  der  gegebenen  Punkte, 

ÄJ-  +  Jl;/  +  ( ',?  =  I) 

die  Gleichung  der  gegebenen,  und 

7)  Lr  -f-  M>j  +  .V^  =  1 

die  der  gesuchten  Ebene,  so  haben  wir  erstens,  weil  die  Punkte 
/i^jA,   und  t'.,(lJi.>  in  dieser  Ebene  liegen  sollen, 

L/-,  +ilfr/,  +XA,  =  1, 
Lf.,  +  M(i.,  +  Ml,  =  1, 

und  wegen  der  senkrechten  Lage  beider  Ebenen 

AL-\-  JiM-j-  CX=0. 

Die  letzten  drei  Gleichungen  bestimmen  die  drei  Unbe- 
kannten L.  M,  N  und  zwar  finden  sich,  wenn  zur  Abkürzung 

G  =  C(f,-f,)-Ä{h,-h.;), 
H=A{g,-g,)-B(f,-Q, 
J<:=^A{gJi,  —  g.X)  +  B(hJ,~h,f\)  -f  C{f\g,—f,g,) 


gesetzt  wird,   die  Werte 

^  — X'         ^^^—K~^         -^  —  K' 

Nach     Substitution     derselben     erhält     man     aus     Nr.   7 )     als 

Gleichung   der  gesuchten  Ebene 

9)  Fr  -\-  Gij-{-  Hz  =  K. 

Die  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  von 
welcher  xys  irgend  ein  Punkt  sein  möge.  Weil  nun  dieser 
Punkt   beiden  Ebenen   gleichzeitig  angehört,  so   müssen  seine 


\(CF- 

-ÄH)x-\-(CG  - 

BH)y=  CK- 

-BH, 

\(BF- 

-ÄG).r-{-  (BH~ 

-  CG)z  =BK- 

-DG. 
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Koordinaten  die  Gleichunoren  beider  Ebenen  befriedii/en.  und 
daher  kann  man  sagen,  dass  die  Gleichungen 

lÄx-{-By-^Cz  =  B, 
^  \Fx-\-  Gy-{-m=K 

zusammengenommen  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie 
beider  Ebenen  sind.  Die  Gleichungen  der  Horizontal-  und 
Vertikalprojektion  des  Durchschnittes  finden  sich,  wenn  man 
aus  den  Gleichungen  10)  einmal  z,  das  andere  Mal  y  elimi- 
niert:  sie  lauten: 


11) 


Auch  die  Richtungswinkel  dieser  Geraden  sind  nach  den 
Formeln  7)  in  §  6  leicht  zu  bestimmen,  sobald  man  den 
Gleichungen  11)  die  gewöhnliche  Form  der  Gleichungen  einer 
Geraden  erteilt. 

ß.  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Normal- 
ebene zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Die 
Gleichungen  der  gegebenen  Ebene,  der  Geraden  und  der 
gesuchten  Ebene  mögen  der  Reihe  nach  sein 

Ax  +  By  +  Gz  =  n, 

,j  =  B,x-^h^,         z=C^x-\-c,, 
12)  Z.r  +  J///-f  Nz=  1. 

Da  letztere   Ebene    die  Gerade   enthalten    soll,   so   müssen    zu- 
nächst die  Gleich imgen 

L  -f  B,  3/  -f  ( ',  .V  =  0,         h^  M  +  c,  X  =  1 

stattfinden;    hierzu    kommt    als    Bedinguugsgleichung    für    die 
senkrechte  Lage  beider  Ebenen 

ÄL-i-  7>M/+  r.v=o. 

Die  letzten  drei  Gleichungen  bestimmen  die  Werte  von  L,  M.  A', 
und  nach  Substitution  derselben  in  Xr.  12)  ergriebt  sich: 

^  ^^       ((i^C,  -  B,C)x  -  {AG,  -  G)y  +  {AB,  -  B^z 
I  ={.iB,-B)v,-{AG,-G)\. 
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Den  Durchschnitt  dieser  und  der  gegebenen  Ebene  kann 
mau  auf  gleiche  Weise  wie  vorhin  ermittehi;  man  erhält  daini 
die  Gleichungen  der  rechtwinkligen  Projektion  einer  Geraden 
auf  eine  Ebene  im  Räume. 

y.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  /u 
leeren,  die  einer  bestimmten  Geraden  parallel  und 
senkrecht  /u  einer  vorgeschriebenen  Ebene  ist.  Die 
Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  f,  g,  h  heisseu, 
die  Gleichungen  der  Geraden  und  der  Ebene  seien 
//  =  B^x  +  ?;j ,         z  =  C,x  +  r-j , 

J.r +  7?//-f-  Cz  =  J), 
endlich  bezeichne 

14 )  Lx  +  My  +  Nz  =  1 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.  Dass  letztere  den  Punkt  fgh 
enthalten  soll,  wird  ausgedrückt  durch  die  Bedingungsgleichung 

Lf  -i-  M(/-\-  Nh  =  1; 

wir  ziehen  dieselbe  von  Nr.  14)  ab,  dividieren  mit  L,  setzen 
zur  Abkürzung 

und  haben  dann 

15)  X  -  /■  +  i'(?/  -  O)  =  Q{^-  /'•)  =  0. 

Die  Bedingungen,  dass  die  gesuchte  Ebene  senkrecht  zur 
gegebenen  Ebene  und  parallel  zur  gegebenen  Geraden  sein 
soll,  liefern  noch  die  Gleichungen 

ÄL  +  B3I+  CN=0,        L  +  B^M^  Ci^=0, 

die  Avir  gleichfalls  durch  L  dividieren.     Wir  haben  jetzt 

BP  +  CQ  =  -Ä,        B,P  +  C,Q  =  -  1; 

hieraus  linden  sich  die  Werte  von  P  und  Q,  nach  deren  Sub- 
stitution in  Nr.  15)  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  zum 
Vorschein  kommt,  nämlich 

16)  (BC,  -  B,C)  (x  -  /•)  -(ÄC,-  C)  (//  -  //) 

J^{AB,  —  B){z  —  li)  =  0. 

Der  Durchschnitt  der  neuen  und  der  gegebenen  Ebene 
kann  wie  bei  den  vorigen  Aufgaben  bestimmt  werden. 
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Ebenen  in  heliebijxen  La^en. 
Irgend  zwei,  durcli  die  Gleichungen 

1)  Äx  +  By  +  C^  =  ^^ 

2)  A,x-\-  B,!j-\-  (\^  =  I), 

dargestellte  Ebenen  haben  im  allgemeinen  einen  geradlinigen 
Durchschnitt,  für  dessen  Punkte  jede  der  obigen  Gleichungen 
gilt;  versteht  man  demnach  unter  x,  y,  z  in  beiden  Gleichungen 
die  Koordinaten  eines  und  desselben  Punktes,  so  sind  jene 
Gleichuntjen  die  Gleichuuo-en  der  Durchschnittslinie  selber. 
Die  Gleichungen  ihrer  Projektionen  auf  die  Ebenen  xy  und 
xz  finden  sich  hieraus,  indem  man  einmal  z,  das  andere  Mal 
y  eliminiert;   sie  lauten 

{AC^  —  A^C)x  +  {BC,  —  J},(')y  =  I)C\  —  JJ,(\ 


'^'      \(AB,  —  A,B)x  +  {CB,  —  C\B)  z  =  DB,  —  D,B. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  aus  der  geometrischen  Be- 
merkung herleiten,  dass  die  Spuren  der  Durchschaittslinie  die 
Durchsclinitte  von  den  gleiclinamigen  Spuren  beider  Ebenen 
sein  müssen. 

Die  Richtungswinkel  der  Geraden  3)  findet  man  nach  den 
Formeln  des  §  6,  wenn  man  den  Gleichungen  3)  die  gewöhn- 
liche Form  der  Gleichungen  einer  Geraden  erteilt. 

Was  endlich  den  Neigungswinkel  @  der  Ebenen  gegen- 
einander anbelangt,  so  ist  derselbe  identisch  mit  dem  Winkel 
zwischen  den  beiden  Senkrechten  (/  und  d^ ,  welche  vom 
Koordinatenanfange  auf  die  Ebenen  herabgelassen  werden 
können.  Nach  den  Formeln  13)  in  §  10  kennt  man  die 
Richtungswinkel  a,  ß,  y  von  (/  (die  Stellungswinke]  der  ersten 
Ebene),  auf  gleiche  Weise  erhält  man  die  Richtungswinkel 
a^,  ß^,  y^   von  r/^,  und  daher  ist 

cos  0  =  cos  a  cos  a^  -\-  cos  ß  cos  /3j  -|-  cos  y  cos  j-j , 

oder     nach    Substitution    der     bekannten    Werte    von    cos  u, 

cos  CCi    u.  s.  w. 

AAy  -f  BB,  +  CQ 


4)  cos  &  = 


yXA' ^  B'- ^  C')  (Ar- -^  Br- -\- er-) 
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Im  speziellen  Falle  AA,  +  J^Ji,  +  CC^  =  0  wird  &  =  90", 
und  dann  stehen  die  Ebenen  aufeinander  senkrecht;  ist  da- 
gegen A  '.  A^^  =  B  :  B^^  =  C  '.  Cy ,  so  wird  fe>  =  0,  und  dami 
liegen  die  Ebenen  parallel.  Damit  kommt  man  auf  frühere 
Resultate  zurück. 

Noch  wollen  wir  kurz  die  verschiedenen  gegenseitigen 
Lagen  von  drei  Ebenen  erörtern;  letztere  mögen  kurz  (£, , 
(üEg,  (£;j  heissen  und  durch  die  Gleichungen 

iA,x  +  B,y-\-C,z  =  D,, 
5)  ^.A^x  +  B.,y-{-  C,2  =  I),, 

\A,x  +  B,y  +  C,z^D„ 
gegeben   sein.     Im   allgemeinen    schneidet  jede  dieser  Ebenen 
die  beiden  anderen  und  es  bezeichne  g^  den  Durchschnitt  von 
(£.,  und  QCg ,   ^2    ^^^^   ^^^  ^1  ^^^^  ^3  ?    endlich  g.^   den   von  Ö;^ 
und  (Eo;   die  Gleichungen  dieser  drei  Geraden  sind: 

i{A,C,-A,a^x  +  {B,C,-B,C,)y  =  D,C,-D,aA 
^    \{A,B,—A,B.^x -{- (C^B.  —  C^B,) z  =n,B,~D,Bj^^'^' 

UA,C,-AC,)x-\-(B,C,-B,C,)y  =  I),C,-B,C,) 
^    \{A,B-A,B,)x  +  {C,B,-C,B,)z^B,B-B,B,r'^' 

aA,C,-A,C,)x  +  (B,C,-B,C,)y  =  B,C,~B,CA 
^    \(A,B,—A,B,)x-\-(C,B,  —  aB,)z=B,B,—B,Bj^^''''' 

Ferner  schneiden  sich  diese  drei  Geraden,  wie  die  Ebenen 
selbst,  in  einem  Punkte  x^y^z^,  dessen  Koordinaten  allen  vor- 
handenen Gleichungen  genügen;  man  findet  hieraus: 

_  D^ {B^ C3  —  B^ Cg)  +  -Pg (-B3  Ci  —  A  Cs)  +  -P3 (-Bi  C.  —B^C^) 
^~  A,{B,C,-B,C,)-^Ä,{B,C,-B,C,)  +  A,{B,cl-B,C,)' 

^)    \y^       B,{C,A,-C,A,)  +  B,{C,A,-C,A,)-\-B,{C,A,-C,A,y 
_  A  (^  B,-A, B,)^  B, {A, B,-A,  B,)  +  D,  {A,  B,-A, B,) 

0      c,{A,b,-a,b.;)+c,{A,b,-a,b,)  +  c,{A,b,-a,bS 

Die  Nenner  dieser  Brüche  sind  identisch  und  nur  in  drei  ver 
schiedenen  Formen  dargestellt  worden,  um  den  symmetrischen 
Bau  der  Gleichungen  hervortreten  zu  lassen;  zur  Abkürzung 
stellen  wir  die  letzteren  Formeln  in  folgender  Weise  dar: 

^^)  -^0  ^^  ~^  7       Ho  ^^  jf '        ~o  ^^  2r  ' 

Fort  u.  Schlömilcli,  anal.  Geom.  II.  7 
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Wenn  N  von  Null  verschieden  ist,  so  sind  die  Koordi- 
naten des  Schnittpunkts  eindeutig  bestimmt  und  nicht  un- 
endlich gross. 

Ist  dagegen  iV=0,  so  werden  die  Brüche  in  lU)  ent- 
weder unendlich  gross  oder  unbestimmt.  Zur  Unterscheidung 
dieser  besonderen  Fälle  beachten  wir  die  Ebenen  4^^,  4^2  >  A; 
die  den  Ursprung  enthalten  und  der  Reihe  nach  zu  ^^,  (£^, 
ÖEo  parallel  sind.     Sie  habeji  die  Gleichungen 

11)  4^2  =  A^  +  s^y  +  <^-2^  =  0, 

aus  denen  durch  Erweiterung  mit 

■B,C,-B,a,        B,C,-B,C,,        B,C,-B,C,, 
bez. 

12)  C,Ä,  —  C,A,,         C,Ä,  —  C,Ä, ,         C,A,  —  aA, , 
bez. 

,  A, B^  —  A^B,,        A..,B^  —  AB3,        A, B,  —  A^ B, 

und  nachherige  Addition  sich  ergiebt 

13)  yx  =  0,        Ny  =  0,        Nz  =  (). 

Ist  N^O,  so  werden  diese  Gleichungen  nur  im  Ur- 
sprünge erfüllt,  die  drei  Ebenen  Qz  haben  also  einen  im 
Endlichen  liegenden  Schnittpunkt  und  nichts  weiter  gemein. 

Ist  N  =  0,  und  sind  die  drei  Zahlen  einer  der  drei  Zeilen 
unter  12)  von  Null  verschieden,  z.  B.  die  Zahlen  der  ersten 
Zeile,  so  sind  in  jeder  der  anderen  Zeilen  entweder  alle  drei 
Zahlen  von  Null  verschieden,  oder  alle  drei  gleich  Null. 
Denn  aus  N  =0  und  C\A^  —  C^A.,  ==  0  folgt 

A,  {B,G,  -  B,C,)  +  C,  {A,B,  -  A,B.^  =  O; 

da  nun  -L^gCg  —  B.^C^  nicht  Null  ist,  so  folgt 

4      __    :^S  -^S  -^S  -^ä         /T 

und  daher  weiter 
C,A-A,C,  =  ~  b:c^b;c,  { Cz{AB,-A,B,)  +  A,iB,C-B,C^  ] 
= ^ ji  (C    \  C  A'\  =  0  * 
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Bezeiclmet  man  der  Kürze  wegen  die  Zahlen  der  ersten  Zeile 
der  Reihe  nach  mit  w^,  wi«,  w.,,  so  hat  man  nun  die  iden- 
tische, d.  i.  für  alle  beliebigen  Werte  von  x,  y,  z  gültige 
Gleichung 

14)  m,{Äi^  +  ^i/y  +  C,z)  +  m,{A,x  +  B,y  +  G,z) 

+  ^^hiA^  +  B^y  +  a^z)  =  0. 
Li  jedem  Punkte,  für  den  die  erste  und  zweite  Klammer 
verschwindet,  muss  folglich  auch  die  dritte  den  Wert  Null 
aimehmeu,  jeder  gemeinsame  Punkt  der  Ebenen  ^^  und  ^f'g 
ist  daher  auch  auf  4^3  enthalten.  Dabei  können  nicht  zwei 
der  drei  Ebenen  zusammenfallen;  denn  wenn  z.  B.  4^,  und  ^%, 
zusammenfallen,  so  ist 

folglich  "^^        ^-^        ^^' 

A^B^  —  A.^B^  =  B^  a  —  B^C^  =  C\A,  —  CU,  =  0, 

entgegen  der  Voraussetzung,  dass  B^  C,  —  B.^  C\  von  Null  ver- 
schieden sein  soll.  Die  Ebenen  (Sj,  (Ifg?  ^3  ^i^^  daher  einer 
Geraden  parallel,  ohne  dass  von  ihnen  zwei  parallel  sind  oder 
zusammenfallen;  sie  haben  also  einen  unendlich  fernen  Punkt 
gemein,  und  ausserdem  nichts. 

Wenn  von   den   drei   Zahlen    einer    bestimmten  Zeile  12) 
eine  verschwindet,  die  andern  aber  nicht,  z.  ß. 

B.^C^  —  B^a^^O,         B^C,  —  B,C,^0, 
B,C,--B,G,^0, 
so   verschwinden    auch    die    ersten  Zahlen    der    beiden   andern 
Zeilen,   und   die   beiden   andern   Zahlen  in  jeder  dieser  Zeilen 
sind  entweder   beide  von  Null   verschieden,    oder    beide  Null. 
Denn  man  hat  alsdann  die  Identität 

15)  m, {A,x  -{-B,y  +  C,z)-{-  m,(A,x  +  B,y  +  C,z)  =  0, 

jeder  Punkt  der  Ebene  ^.^  ^^^  daher  auch  auf  ^^  enthalten,  die 
Ebenen  S'i  und  ^.^  fallen  also  zusammen.  Hieraus  folgt  aber  weiter 
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Aus  der  Annahme 

C,Ä,-C\A,  =  () 

schliesst  mau  in  Verbindung  mit  X  =  0  auf 

A  (BX\  -  B,C,)  +  C,  (Ä,B,  -  Ä,B,)  =  0, 
woraus  folgt,  da  B^  C\  —  B^  63  von  Null  verschieden  ist, 

Bg  C\  —  B^  Cg 
Hieraus  folgt  weiter,  Avie  oben, 

C,Ä-C,Ä,  =  --^~^^%:^-^^{CM-,^-AB,)  + 


^8  ^1  —  ^l  Cs 

Aus  der  Voraussetzung  folgt,  dass  nur  X'-2  und  4^3  zusammen- 
fallen, ^i  von  ihnen  verschieden  ist;  denn  wenn  ^.2  mid  X'i 
zusammenfallen,  so  ist  u.  A.  B^C^  — B^C^  =  0,  entgegen  der 
Voraussetzung.  Daher  sind  die  Ebenen  Qtc,  und  (£3  parallel 
getrennt  oder  vereint,  aber  nicht  parallel  (oder  vereint)  mit  (ß^. 
Die  drei  Ebenen  (E  haben  also  zwei  im  Endlichen  liegende 
Schuittgerade  und  eine  unendlich  ferne,  und  somit,  wie 
vorhin,  einen  eindeutig  bestimmten  unendlich  fernen  gemein- 
samen Punkt. 

Nun  bleibt  offenbar  imr  noch  der  Fall  übrig,  dass  ^i,  X'2 
und  4*3  zusammenfallen;  alsdann  ist 

Ä,  :  B,  :  C,  =  Ä,  :  B,  :  C  =  A,  :  B,  :  C,, 

und  es  verschwinden  alle  neun  unter  12)  aufgeführten  Zahlen. 
Die  Ebenen  05^,  (^a?  ^3  l^aben  alsdann  dieselbe  Stellung  und 
fallen  entweder  ganz  zusammen,  oder  haben  eine  un- 
endlich ferne   Gerade  gemein. 

Das  Kennzeichen  dafür,  dass  drei  Ebenen  eine  gemein- 
same Gerade  enthalten,  kann  auch  noch  in  anderer,  für  An- 
wendungen besonders  geeigneter  Weise  erhalten  werden.     Sind 

To  -z  A..X  +  B,!/  +  C\z  —  I\  =  0 
die  Gleichungen  zweier  gegebenen  Ebenen,  so  ist 

16)  T     ;.,  r,  +  ;..,  z.  = » > 
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die  Gleichung  einer  neuen  Ebene;  setzt  man  in  derselben  die 
Koordinaten  eines  Punktes  ein,  der  auf  beiden  gegebenen 
Ebenen  liegt,  so  verschwinden  T^  und  TL  einzeln,  folglich 
auch  7'.  Daher  folgt,  dass  die  Ebene  T  =  0  die  Gerade  der 
Ebenen  7\  =  0  und  T.  =  0  enthält  (vergl.  §  11,  Nr.  7j.  Das 
Verhältnis  Aj :  L  kann  man  so  wählen,  dass  die  Ebene  T  =  0 
durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt  P'  geht.  Demi  soll  P' 
auf  T  =  0  liegen,  so  muss 

17)  A.r,  +  ;^,r,  =  u 

sein,  wenn  man  mit  T\  und  T\y  die  Werte  bezeichnet,  welche 
die  Funktionen  T^  und  2\  für  die  Koordinaten  x',  y',  z'  des 
Punktes  P'  annehmen.     Aus  Nr.  17)  folgt 

und  daher 

18)  T\,  ■  T,  —  T\-  T.,  =  0 

als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.     Unter  der  Form 

ist    somit    die    Gleichung   jeder    Ebene    begriffen,    welche    die 
Schnittlinie  von  1\  =  0  und  T^  =  0  enthält. 
Haben  die  Ebenen 

To  =  0,         T,  =  0,         T,  =  0 

eine  gemeinsame  Gerade,  so  besteht  also  für  gewisse  Zahlen 
X^  und  ?.,  die  Identität 

multipliziert  mau  mit  einer  willkürlichen  Zahl  Xq  und  ersetzt 
XqXj^  und  XoAg  durch  —  x^  und  —  x., ,  so  erhält  man  die 
Identität  in  der  zweckmässigeren  Form 

19)  x,T,  +  x,T,-{-x,T,7-0. 

Umgekehrt:  Wenn  sich  drei  Zahlen  Xq,  x^,  x.,  finden  lassen, 
mit  deren  Hilfe  sich  die  Identität  19)  ergiebt,  so  haben  die 
Ebenen  T^  =  0,  J\  =  0,  To  ==  0  eine  gemeinsame  Gerade. 
Demi  aus  Nr.  19)  folgt: 
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und  die.s  stimmt  mit  Nr.  16)  überein,  wenn  man  dort  T,  /, ,  }... 
durch  Tq,  —  x^:  Xq,  —  x^:  Xq  ersetzt. 

Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  beweist  man  folgende  Sätze: 
Sind  Tj  =  0,  T^  =  0,  T^  =  0  die  Gleichungen  dreier  Ebenen, 
die  einen  gemeinsamen  Punkt  haben,  so  ist 

20)  To  =  X,T,  +  X,T,  +  ^3^3  =  0 

die  GleichuDg  einer  denselben  Punkt  enthaltenden  Ebene.  Und 
umgekehrt:  Wenn  sich  vier  nicht  sämtlich  verschwindende 
Zahlen  Xq,  Xy,  x^,  x^  angeben  lassen,  für  welche  die  Identität 

21)  x,T,  +  x,l\  +  ^2^2  +  %^3  ^-:  0 

besteht,  so  haben  die  Ebenen  einen  Punkt  gemein.  Denn  für 
die  Koordinaten  des  Punktes,  den  1\  =  0,  T.,  =  0,  Tg  =  0 
gemein  haben,  verschwinden  T^,  T^  und  T.^  einzeln,  folglich 
verschwindet  auch  T^. 

Beispiele.  I.  SindTo  =  0,  ^i  =  0,  T.^  =  ^)  die  Normal- 
gleichungen der  Seiten  einer  dreiseitigen  Ecke,  innerhalb  deren 
der  Anfangspunkt  liegt,  so  sind  die  Gleichungen  der  Halbierungs- 
ebenen der  Flächenwinkel  der  Ecke 

^0  ^  ^1  -  ^2  =  0,         %,~T^-T,  =  0, 

Z,  ~  T,-T,  =  0. 
Da  nun  die  Summe 

to  +  S,  +  t,  -  (T,  -  i;)  +  (T,  -  T„ ,  +  (T„  -  TJ 

identisch    verschwindet,    so    folgt:    Die    Ebenen,    welche    die 
Winkel  einer  dreiseitigen  Ecke  halbieren,  haben  eine  gemein- 
same Gerade. 
Sind  ferner 

To  =  0,         T,=  0,         T,  =  0,         T,  =  0 

die  Gleichungen  der  Ebenen  eines  Tetraeders  in  Normalform, 
und  wird  der  Anfangspunkt  im  Linern  des  Tetraeders  voraus- 
gesetzt, so  sind 

^01  --  n  -  T,  =  0,         Z,,  =  T,-T,  =  0, 

^23  =  ^2  -  ^3  =  0,        tTgo  =-  T,-T,  =  0 

die  Gleichungen  der  Ebenen,  welche  die  an  zwei  Paar  Gegen- 
kauten (den  Seiten  eines  unebenen  Vierecks)  liegenden  Flächen- 
winkel halbieren.     Da  nun  die  Summe 
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identisch  verscliwiiulet,  so  folgt,  dass  diese  vier  Halbierungs- 
ebenen einen  gemeinsamen  Punkt  haben.  Durch  densellx'ii 
gehen  auch  die  Halbierungsebenen 

da  dieselben  die  Schnittlinien  von  STo^  =  0,  ^jg  =  Ö>  '^^z.  von 
5Li2  =  0,  SToy  =  0  enthalten.  Daher  folgt:  Die  Ebenen,  Avelche 
die  Flächenwinkel  eines  Tetraeders  lialbicren,  haben  einen 
gemeinsamen  Punkt. 

H.    Die  Strecke  f/^g,  welche  die  Punkte  x^y^^Zi  und  x^y^z.^^ 
verbindet,  hat  die  Richtungscosinus 

cos  a  =  ---  — J^ ,         cos  p  =    -         ,         cos  y  =  --. — - ; 

eine  zu  d^,,  normale  Ebene  hat  daher  eine  Gleichung  von 
der  Form 

22)  (x,  —  X,) X  +  {y,  -  ?/ j yJ^{z,  —  z,)z  —  D  =  (). 

Soll  diese  Ebene  die  Mitte  von  dy.^  enthalten,  so  muss  sie 
von  den  Koordmaten  der  Mitte 

"^  2       '  ^  2       '  2 

erfüllt  werden;  setzt  man  diese  in  22)  ein,  so  erhält  man 
eine  Gleichung,  durch  welche  D  bestimmt  wird.  Indem  man 
den  so  gefundenen  Wert  von  D  iu  22)  einführt,  ergiebt  sich 
die  Gleichung  der  Mittellotebene  der  Strecke  PjPg,  zu 

23)  T,,^{x,-x,)x  +  (:y-y,)y  +  {z,-z;)z-\{r,^-r,^)  =  0, 

wobei  r.2  und  r^  die  Abstände  des  Anfangspunktes  von  P^ 
und  P^  bezeichnen. 

Die  Gleichung  23)  kann  man  schreiben: 

24)  T,,  =  T,-T,  =  0, 

wobei 

T^  =  x^x  -\-  y^y  -^  z^z  —  ^ ty  =  0, 


25) 

T^E^x^x  -i-y-^y  +  z,z  —  ^,2 

die  Gleichungen  der  Ebenen  sind,   welche   die   Strecken  vom 
Anfangspunkte  nach  P^  und  P^  senkrecht  halbieren.    Aus  24) 
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imd  20)  folgt:  Die  Mittellotebeuen  der  Seiten  eines  Dreiecks 
haben  eine  gemeinsame  Gerade. 

Sind  To  =  0,  T,  =  0,  1\  =  0,  1\  =  0  die  Gleichungen 
der  Mittellotebenen  der  Strecken  vom  Anfangspunkte  nach 
den  Ecken  eines  unebenen  Vierecks,  so  ergeben  sich  nach 
Nr.  23)  die  Gleichungen  der  Mittellotebenen  der  Seiten  des 
Vierecks  zu 

T,,  ^T,-  T,  =  0,         T,,  -T,-  2\  =  0, 

Hieraus  ergiebt  sieh  die  Identität 

To^  +  T,,  +  T,3  +  T,,  ^  0; 

daher  folgt:  Die  Mittellotebenen  der  Seiten  eines  unebenen 
Vierecks  haben  einen  gemeinsamen  Punkt. 

ni.  In  einem  Tetraeder  kann  im  allgemeinen  durch  eine 
Kante  keine  Ebene  gelegt  werden,  die  senkrecht  zur  Gegenkante 
ist.  Die  Bedingung  dafür,  dass  dies  möglich  ist,  dass  also 
zwei  Gegenkanten  sich  rechtwinklig  kreuzen,  kann  in  ein- 
facher Weise  folgendermassen  erhalten  werden.     Es  seien 

T,  =  0,        r,  =  0,        T,  =  0,        ^3  =  0 

die  Gleichungen  der  Ebenen  des  Tetraeders  in  Xormalform; 
die  Ecken  mögen  mit  Pq,  P^,  P^,  Pg  bezeichnet  werden,  und 
zwar  mit  P»  die  Ecke,  welche  T;  =  0  gegenüberliegt.  Irgend 
eine  Ebene,  welche  die  Kante  P2P3  enthält,  hat  die  Gleichung 

Diese  Ebene  ist  senkrecht  zur  Gegenkante,  sobald  sie  zu  7'.,  =  0 
und  ^3  =  0  senkrecht  ist,  und  dies  findet  unter  den  beiden 
Bedingungen  statt: 

(;;?o  cos  a,,  —  m^  cos  aj  cos  u.^  -\-  (niQ  cos  ß^  —  ni^  cos  ßj)  cos  ß^ 
-\-  (uIq  cos  7o  —  nii  cos  yj)  cos  y,  ^  0, 

(^))l^^  cos  a^^  —  m^  cos  a^)  COS  cc^  +  (>«o  cos  ß^  —  »/j  cos  /jj )  cos  ß^ 
4"  ("'0  cos  y^  —  w?i  cos  Yj)  cos  ^-'.j  =  0. 

Wird  der  zwischen  den  Seiten  T,  =  0  und  1\  =^  0  ent- 
haltene Flächenwinkel  mit  f/^.  bezeichnet,  so  ist 

cos  sn-  =  cos  (Cj  cos  «/,  -|-  cos  ß;  cos  ßt  -f-  cos  /,  cos  yk 
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daher  vereinfachen  sich  die  Bedingungen  26)  zu 

w„  cos  fQ2  —  "'j  cos  6^2  =  0, 
nl^y  cos  f^y  —  ;;/j  cos  £^3  =  0, 
und  diese  sind  gleichbedeutend  mit  der  Proportion 

27)  cos  f„2  •  cos  £12  =  cos  £(,3  :  cos  £13  . 

Wird  nun  ferner  vorausgesetzt,  dass  sich  noch  zwei  Gegen- 
kanten etwa  P1P2  und  Pq-^s  rechtwinklig  kreuzen,  so  besteht 
die  Proportion 

28)  cos  £jo  :  cos  e^^  =  cos  £^3  :  cos  £23 . 
Aus  27)  und  2S)  folgt  durch  Multiplikation 

29)  cos  £j„  :  cos  f^^  =  cos  £(,3  :  cos  £23 . 

Da  nun  die  zu  26)  führenden  Schlüsse  auch  in  umgekehrter 
Reihe  gelten,  so  ergiebt  sich  aus  29)  der  Satz:  Wemi  zwei 
Paare  Gegenkanten  eines  Tetraeders  einander  rechtwinklig 
kreuzen,  so  gilt  dies  auch  von  dem  dritten  Paare. 


Anhang  zum  dritten  Kapitel. 

I.     Die    Ebene,    bezogen    auf   ein    schiefwinkliges 
Koordinatensystem. 

Die  Betrachtungen,  welche  in  §  10  an  Fig.  21  geknüpft 
wurden,  bleiben  wörtlich  dieselben,  wenn  man  sich  das  recht- 
winklige Koordinatensystem  durch  ein  schiefwinkliges  ersetzt 
denkt;  daher  ist  wie  früher,  so  auch  jetzt 

a     '      b     '     c 
die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  von  den  Koordinatenachsen 
die  Strecken  a,  h,  c  abschneidet.     Ebenso  kann  die  Gleichung 
einer    auf    ein    schiefwinkliges    Koordinatensystem    bezogenen 
Ebene  unter  der  allgemeinen  Form 

1)  Äx  -{-  By  -^  Cz  =  n 

dargestellt  werden  und  es  ist  dann 

o\  D  j         D  B 

2)  «  =  :r'      ^  =  ^'      '  =  -c- 
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Anders  wird  die  Sache  bei  den  Stelluugswinkeln  der 
Ebene.  Denken  wir  uns  in  Fig.  25  das  Koordinatensystem 
als  schiefwinkliges,  OD  =  p  als  Senkrechte  vom  Koordinateu- 

anfange  auf  die  Ebene 
ABC,  ferner  P  als  einen 
beliebigen  Punkt  der 
Ebene,  dessen  Koordi- 
naten X,  y,  z  und  dessen 
Radiusvektor  r  sein  raöore, 
so  haben  wir,  weil  das 
Dreieck  07)P  rechtwinklig 
~X    bei  1)  ist, 

p  =  r  cos  Q)>"). 

Hier  erscheint  2^  ^Is  die 
rechtwinklige  Projektion 
von  r  auf  OD;  es  bleibt  aber  die  Projektion  dieselbe,  wenn 
statt  r  die  aus  x,  y,  z  bestehende  gebrochene  Linie  auf  OD 
projiziert  wird,  mithin  ist  auch 

p  =  X  cos  {px)  -\-  y  cos  (j)]f)  -\-  z  cos  {pz), 

oder  bei  umgekehrter  Anordnung  und  Division  mit  p: 

COs(px)  ,      COs(«m)  ,       cos  (pz)  ^ 

^^    ^  X  -\ -^-^  y  -\ ^^-^  Z  =  1. 

P  '  p  '^       '  p 

Der  Vergleich  zwischen  dieser  Gleichung  und  Xr.  1)  oder 
A        .     B        .     C  . 


n 

liefert  die  Relationen 

cos  (px) 


D 


3) 


Ä 
D  ' 


I) 


B_ 
D 


cos  {pz) 


C 


p  JJ  '  p  u  '  p 

die  man  auch  unmittelbar  durch  Betrachtung  der  recht- 
winkligen Dreiecke  ÄDO,  BDO,  CDO  erhalten  kann.  Die 
vorstehenden  drei  Gleichungen  enthalten  die  vier  Unbekannten 
p,  co^i^px),  cos{py),  cos(jj^),  von  denen  die  drei  letzten  für 
den  Augenblick  kurz  |,  ?;,  t,  heisseu  mögen;  dazu  gesellt  sieh 
als  vierte  Gleichung  die  zwischen  drei  Richtungswinkeln  jeder- 
zeit bestehende  Relation  [Formel  7)  im  Anhang  zum  ersten 
Kapitel]: 
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1=1  +  2ccßy  —  u'  —  ß^  —  y-, 

woriu  a,  ß,  y  die  Cosinus  der  Koordinatenwinkel  yz,  zx,  xy 
bedeuten.  Mittels  der  Gleichungen  3)  kann  mau  |,  ?;,  t,  durcli 
jü  ausdrücken,  diese  Werte  iu  Nr.  4)  substituieren,  daraus  j) 
und  nachher  |,  t^,  i;   bestimmen;  setzt  man  zur  Abkürzung 

5)  ö-  =  1  +  2  «/3y  —  a-  —  ß'  —  y-, 

{E'  =  {1-  er)  A'^-i}-  ß-^)  JP  +  (1  -  f)  C' 
^    \       —2{a—ßy)BC—2{ß  —  ya)CA  —  2{y—aß)AB, 


so  sind  die  Ergebnisse  der  angedeuteten  leichten  Rechnung 

7) 


1)8 


/      \         A-ö  /-.Bö  /      \         Cd 

cos  (px)  =  -g,- ,         cos  (pij)  =  -^,         cos  {pz)  =  -^  • 

Nicht  überflüssig  ist  es,  die  speziellen  Formeln  für  die 
Fälle  anzumerken,  wo  die  beliebige  Ebene  einer  der  Koordinaten- 
ebenen parallel  liegt.  Ist  erstens  die  Ebene  parallel  der  yz- 
Ebene,  also 

x  =  a 

ihre  Gleichung,  so  haben  wir  A=\,  B  =  0,  C^O,  T)  =  a, 
folglich,  wenn  wir  die  Senkrechte  p  in  diesem  Falle  mit  px 
bezeichnen, 


8) 


a8 


yi—a^ 

cosQj^a:)  = ,       cos(pxij)  =  0,       cosQ)^^)  =  0. 

y  1  — a- 


Auf  ähnliche  Weise  finden  wir,  wenn  die  Ebenen  parallel 
zur  ^iC-Ebene,  also  ihre  Gleichung 

y  =  h 
ist  und  p,,  ihren  Abstand  vom  Koordinatenanfang  bezeichnet, 

bS 


9) 


Ih 


yi—ß^ ' 


cos  (pyx)  =  0 ,       cos  (py2j)  =  T7^=f  >        cos  {pyz)  =  0 ; 


108  Drittes  Kapitel.     Die  ebene  Fläche. 

endlich   für  den   dritten  Fall,   wo   die  Ebene   parallel  zur  xij- 
Ebene  liegt,  ihre  Gleichung 

z  =  c 

und  p^  ihre  Entfernung  vom  Koordinatenanfange  ist, 

c8 


10) 


>  1  — y- 

cos  f  p.  x)  =  0 ,       cos  Qj.  i/)  =  0 ,       cos  (j;-  £)  = 


In  Verbindung  mit  Nr.  7)  führen  die  Gleichungen  8), 
9)  und  10)  zur  Kenntnis  der  Neigungswinkel  einer  beliebigen 
Ebene  gegen  die  Koordinatenebenen.  Bezeichnen  wir  die 
Neigungswinkel  der  Ebene  1)  gegen  die  Ebenen  xjz^  zx  und 
xy  der  Reihe  nach  mit  0j,  ®,j,  ©.-,  so  ist  &x  einerlei  mit 
dem  Winkel  zwischen  den  auf  jenen  Ebenen  senkrechten 
Geraden  p  und  px,  überhaupt 

man  findet  nun  cos  ©x  =  cos(ppx)  nach  Formel  5)  im  Anhang 
zum  ersten  Kapitel  mittels  der  Substitutionen   r=p,  r  =  pj.f 

t  =  cos(j;:c),  ri  =cos{py),  ^  =cos{pz), 

J^  =  cos  {p)xx) ,         >/i  =  cos  (p^y) ,        ^1  =  cos  (p^z^ , 

wobei  gleichzeitig  die  Werte  der  rechter  Hand  stehenden 
Cosinus  den  Gleichungen  7)  und  8)  zu  entnehmen  sind.  Auf 
analoge  Weise  bestimmen  sich  cos  &,j  und  cos  0.- ,  überhaupt 
gelangt  mau  durch  die  angedeutete  leichte  Rechnung  zu  den 
folgenden  Formeln: 


11) 


cos  Ux-    -  ~  jsyT^r^^ 

eos0,  =  Bil-f-)-Cia-ßy^-Aiy-aß^ 

^  Eyi  —  ß^ 

cos®      _    C{1-y')  -A{ß-ya)-JB{a-ßy) 


Eyi  -  y- 

Nach  den  vorigen  Erörterungen  ist  leicht  einzusehen,  dass 
alle  diejenigen  auf  die  Ebene  bezüglichen  Formeln,  in  denen 
die  Stellungswinkel  nicht  vorkommen,  ebenso  für  das  recht- 
winklige als  für  ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  gelten. 


Auhaug  zum  dritten  Kapitel.  l()[) 

Daher  bleibt  last  der  gesfimte  Inhalt  der  §§  11,  12,  13  und 
14  für  jedes  Koordinatensystem  wörtlich  derselbe,  und  es  sind 
im  folgenden  nur  diejenigen  Untersuchungen  von  neuem  auf- 
zunehmen, bei  denen  wegen  des  Auftretens  der  Koordinaten- 
winkel eine  Änderung  notwendig  ist. 

IL    Senkrechte  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 
Wenn  eine  Ebene,  deren  Gleichung 

1)  Äx  -\-  By-{-  Cz  =  D 

heissen  möge,  normal  zu  einer  durch  die  Gleichungen 

2)  y  =  B^x  +  ^y^ ,  z  =  C\x-\-  c^ 
bestimmten  Geraden  liegen  soll,  so  müssen  die  StellungSAvinkel 
der  Ebene  der  Reihe  nach  dieselben  sein,  wie  die  Richtungs- 
winkel der  Geraden;  es  gelten  daher,  wenn  die  vom  Koordinaten- 
anfange  auf  die  Ebene  herabgelassene  Senkrechte  mit  p  und 
die  Gerade  mit  5^  bezeichnet  wird,  die  Gleichungen 

3)  (io?,{px)  =  cos{s^x),  cos (py)  =  cos (s^y),  cos(2')z)  =  cos(Sy0). 
Unter  Benutzung   der  schon  früher  gebrauchten  Abkürzungen 

cos  (xy)  =  y ,         cos  i^zx)  =  ß ,         cos  (yz)  =  a , 
ö^  =  1  +  2aßy  —  a-  —  ß-  —  y', 
E-'  =  (1  —  a^)  A^-\-{l—  /J^)  B'--^{\—  y'-)  C^ 

—  2{a  —  ßy)BC—2{ß  —  ya)CA  —  2{y  —  aß)AB, 
B,'=^l+B,'-\-C-'  +  2aB,C,  +  2ßC,  +  2yB, 

sind  die  Stellungswinkel  der  Ebene  durch  die  Formehi 

.      .         AS  .      .         B8  ,     .         C8 

cos  {px)  =  -^r- ,  cos  {py)  =  -j^,         cos  {pz)  =  j^  , 

und  die  Richtungswinkel  der  Geraden  durch  die  folgenden 
Gleichungen  bestimmt: 

cos  (S^  X)  =  ■ —-! ^  , 

cosfai/)=^-  +  ^+^-», 

Bildet  man  aus  diesen  Werten  die  in  Nr.  3)  erwähnten  Glei- 
chungen, so  kann  man  letztere  leicht  auf  folgende  Form  bringen: 
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4) 


E 


B  ~  C 


und  sie  sind  die  analytischen  Bedingungen  für  die  gegenseitige 
senkrechte  Lage  der  Ebene  und  der  Geraden.  Zu  bemerken 
ist  übrigens,  dass  von  den  Gleichungen  3)  oder  den  damit 
identischen  drei  Gleichungen  in  Nr.  4j  bereits  zwei  ausreichen, 
um  die  erwähnte  Lage  festzustellen;  da  nämlich  die  Richtung 
einer  Geraden  {p  oder  s^)  schon  durch  zwei  Richtungswinkel 
bestimmt  wird,  so  ist  jede  der  Gleichungen  3j  eine  Folge  der 
beiden  übrigen,  und  eben  deswegen  braucht  mau  auch  von 
den  Gleichungen  4)  nur  zwei  beizubehalten.  Dies  geschieht 
am  einfachsten  dadurch,  dass  man  den  ersten  Quotienten  rechter 
Hand  mit  den  beiden  übrigen  Quotienten  vergleicht;  man  hat  so 

. s  B_^    B,  +C,a  +  y  C_  _    (\±ll5L±± 

oder  auch,  wenn  man  die  Brüche  wegschafft  und  die  gleich-* 
artigen  Grössen  vereinigt: 

I  (^  -  By)  B,  +  (.4«  +  B^)  C\=B-  A  y , 
^  \{Aa  -  Cy)B,  +  (A  -  Cß)  C,  =  C  -  Aß. 

Hieran  knüpfen  sich  die  folgenden  zwei  Aufgaben. 

a.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Normal- 
ebene  zu  einer  gegebenen  Geraden  zu  legen.  Die  Koordi- 
naten des  gegebenen  Pmiktes  mögen  /",  g,  h,  die  Gleichungen 
der  gegebenen  Geraden 

7)  7j  =  B,x-i-h,,        s=C\x-{-c, 
sein,  imd  die  Gleichmig  der  gesuchten  Ebene  heisse 

Ax  -\-  By-\-  C2  =  D. 
Da    letztere    durch   den  Punkt   fgh    gehen    soll,    so    hat    man 
erstlich 

Af-\-  Bf/-\-  ch  =  n 

und  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  er- 
giebt  sich  nach  Division  mit  .1 

8)  ^v-f-i-  |(y-^)  +  -(^"-/O  =  0; 
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(lies  ist  immer  noch  die  (jJleichiuig  der  gesuchteji  Ebene,  nur 
unter  Einreclmung  der  ersten  aiigegebejien  Bedingung.  Die 
senkrechte  Lage  der  Geraden  gegen  die  Ebene  verlangt  ferner 
das  Stattfinden   der  Gleichungen  5j;   setzt   man    die  hierdurch 

bestimmten  Werte  von  -.-  und  -j-  in  die  Gleichung  8)  ein,  so 

erhält  man  naeli  Wegschaffung  der  Brüche 

^.    (  {l  +  B,y+C,ß){x-f) 

'■    1+  (ü,  +  (\a-\-y)  {y-g)  +  {(:\  +  B,a^ß)  {z-h)  =  0 

als  Gleichung  der  verlangten  Ebene. 

Die  hiermit  bestimmte  Ebene  schneidet  die  gegebene  Gerade 
in  einem  Punkte,  dessen  Koordinaten  oc^^,  y^,  Zq  sich  mittels  der 
Bemerkung  finden  lassen,  dass  sie  den  Gleichungen  7)  und  9) 
gleichzeitig  genügen  müssen,  weil  der  Punkt  ^'q^q^q  sowohl 
der  Ebene  als  der  Geraden  angehört;  schreiben  wir  also  in  7) 
und  9)  ,/'^,  ?/o,  ^Q  für  x,  y,  z,  so  haben  Avir  drei  Gleichungen 
ersten  Grades  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Koordinaten. 
Diese  Andeutung  möge  genügen,  da  die  Rechnung  keine 
Schwierigkeiten  darbietet.  Endlich  bestimmt  sich  noch  die 
Entfernung  der  Punkte  x^y^z^  und  fgh  mittels  der  bekannten 
Formel 

e' =  (^0 -/";'  + (i/o- //y  +  (^0-/0' 

-\-Kx,-f){y,-g)y-\-2{z,-h){x,-f)ßJ^2{y^-g){z,-h)a, 

iu  welche  man  die  auf  die  erwähnte  Weise  gefundenen  Werte 
von  Xq,  yQ  und  Zq  substituieren  kann. 

ß.  Senkrechte  von  einem  Punkte  auf  eine  Ebene. 
Die  gegebene  Ebene  habe  zur  Gleichung 

10)  Ax  +  By  +  Cz  =  D, 

die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  /',  g,  li,  heisseu 
und  durch  ihn  werde  senkrecht  zur  Ebene  eine  Gerade  gelegt, 
deren  Gleichungen  wir  mit 

11)  y  =  B^x  -\-  l>i,        Ä  =  C-^x  +  c^ 

bezeichnen.  Die  Bedingung,  dass  diese  Gerade  durch  den  Punkt 
fgh  gehen  soll,  liefert  die  Gleichungen 

g  =  B,f+\,        h=:^c^f-^c„ 
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welche,  mit  den  vorigen  verbunden, 

12)  y  —  g  =  B,(x  —  f),       z  —  h  =  (-\(x—f) 

als  Gleichungen  der  gesuchten  Normalen  geben.  Um  die  noch 
übrigen  Unbekannten  B^  und  0^  zu  bestimmen,  erinnern  wir 
an  die  Gleichungen  6),  welche  die  senkrechte  Lage  der  Geraden 
gegen  die  Ebene  ausdrücken;  setzen  wir  zur  Abkürzung 

>%  =^  (l  -  a^)  A  —  {y  —  aß)  B  —  ( ß  —  ya)C , 

13)  i3  ^(i^ß^)B  -{a  —  ßy)C  —  {y  —  a(i)A, 
(  C  =  (1  —  r)  C  —  (ß  —  ycc)Ä-  (u  —  ßy)B, 

so  erhalten  wir  durch  Auflösung  der  Gleichungen  6)  die  Werte 

mithin  sind  die  Gleichungen  der  verlangten  Normalen 

^.s  X  —  f y  —  g z  ~  h 

^^)  ""X"  ~"  ~W  ~  ~€~  ' 

Um  den  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  der  Ebene,  d.  h. 
den  Fusspunkt  des  vom  Punkte  fgh  auf  die  Ebene  herab- 
gelassenen Perpendikels  zu  finden,  bemerken  wir,  dass  die 
Koordinaten  jenes  Punktes,  welche  a-^,  y^,  z^  heissen  mögen, 
den  Gleichungen  10)  und  14)  zusammen  geuügen  müssen; 
durch  Auflösung  derselben  ergeben  sich  die  Werte 
^   —  f  I    ^-(Af+Sg-^Ch)  ^ 

-.  —  /,  I  R-  Uf+sg  +  ch)  ^ 

[  -^i  —  "  -f-      j-^  _^  Bß^c€     ^ 
Der  in  den  Quotienten  vorkommende  gemeinschaftliche  Nenner 
Ä^  +  Bß  -\-  cor  ist  übrigens  einerlei  mit  der  anfangs  dieses 
Abschnittes  erwähnten  Grösse  7s-. 

Der  Abstand  des  Punktes  /",  //,  //  von  der  Ebene  kann 
aus  den  Koordinaten  der  Endpunkte  x^y^z^  und  fijh  berechnet 
werden;  rascher  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  von  der 
Formel  S.  71,  Nr.  4)  Gebrauch  macht,  deren  Ableitung  gleich- 
massig  für  schiefwinklige  wie  für  rechtwinklige  Koordinaten 
gilt.  Setzt  man  in 
IG)    q=  —  [  cos  Q>.r)  •  /'  -f-  cos  [^py)  •  g  -\-  cos  {pz)  ■  h  —  p\ 


15) 
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die  auf  S.  107  unter  Nr.  7  ver/eicliueteu  Werte  für  cos  (px), 
cos(2>y),  cos  (j)z)  und  p,  so  erhält  man 

17)  q  =  D-JM+^+CK)  g 

Nehmen  wir,  Avie  früher,  die  Grössen  d  und  E,  welche  durch 
Wurzelziehung  bestimmt  werden,  im  absoluten  Sinne,  so  ist 
q  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  D  —  {Af-\-Bg-\-Gli)  po- 
sitiv oder  negativ  ausfällt;  das  Lot  q  erhält  demnach  das 
positive  Vorzeichen,  wenn  sich  der  Punkt  fgh  auf  derselben 
Seite  der  Ebene  befindet,  wie  der  Koordinatenanfaug,  das 
negative  Zeichen,  wenn  fgh  und  der  Koordinatenanfang  zu 
entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  liegen. 

y.    Abstand  einer  Ebene  von   einer  ihr  parallelen 
Geraden.     Wenn  die  Gerade,  deren  Gleichungen 

y  =  B'x-j-  &',         z  =  C'x-\-  c 
sein  mögen,  parallel  zu  der  Ebene  1)  liegt,  so  hat  man  erstens 

A-i-BB'  +  CC  =  0, 
und  für  irgend  einen  Punkt  fgh  derselben  Geraden  gelten  die 
Gleichungen 

g  =  B'f-\-h',        h  =  C'f-^c. 

Die  Entfernung   des  Punktes  fgh  von    der   gegebenen  Ebene 

ist  einerlei  mit  dem  Abstände   der  Geraden  von  jener  Ebene; 

man  hat  daher  nach  Formel  17)  zufolge  der  Werte  von  g  und  h 

lD-(A-\-BB'-{-  CC')f-\-Bh'  +  Cc]  ^ 
a  —  E  °' 

und  bei  Rücksicht  auf  die  parallele  Lage   der  Geraden  gegen 

die  Ebene 

18)  ,^^I>-m  +  Oc')s, 

Die  Vorzeichen  von  q  befolgen  selbstverständlich  die  nämliche 
Regel  wie  vorhin. 

III.    Der   Neigungswinkel    einer    Geraden    gegen    eine 

Ebene. 
Die  Gleichungen  der  Ebene  und   der  Geraden  mögen  wie 
bisher  sein 

1)  Ax-^Bij  -\-  Cs  =  D, 

ij  =  B^x  -\-h^,         s  =  C\x  +  q  ; 

Fort  u.  Sclilömilch,   anal.  Geom.  II.  8 
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ferner  bedeute  p  das  vom  Koordinatenanfang  auf  die  Ebene 
gefällte  Lot,  s^  eine  durch  den  Koordinatenanfang  gelegte 
Parallele  zur  Geraden,  endlich  co  den  Neigungswinkel  der 
Geraden  gegen  die  Ebene.  Es  ist  nun  «  die  Rechtergänzuug 
des  Winkels  zAvischen  2^  und  s^,  mithin 

sin«  =  cos(p5j) 
und  nach  S.  107,  Nr.  5) 

2)  sin  <o  =  j,  [(1  -  a')  Ut  +  (1  -  ß')  Vm  +  (1  -  f)  U, 

worin   d,  |,  1],  ^,  1^,  1]^,  ^^   folgende  Bedeutungen  haben: 
(  (5^  =  1  +  2aßy  —  «^  —  /3'  -  y-, 

3)  |=cos(p:r),         rj=cos{ptj),         ^  =  cos(ps), 
\  li  =  cos  («i  oc),         1^1  =  cos  («1  y),         ^1  =  cos  (5^  z) . 

Die  Werte  der  hier  vorkommenden  Cosinus  sind  unmittelbar 
bekannt;  nach  Nr.  7)  im  Abschnitt  I  ist  nämlich 

^   \       —2{u  —  ßy)BC—2{ß  —  ya)CA  —  2{y  —  uß)AB', 
ferner  hat  man  nach  S.  40,  Nr.  4) 

_  c^  +  ^, «  +  p 

mul  darin 

5)      A'  =  1  +  B,'  +  Q^^  +  2«Ar,  +  2yB,  +  2^C\. 
Substituiert  man  die  für  |,  ?/,  t,,  i,^,  i]^,  l^  angegebenen  Werte 
in  die  Formel  2)  und  fasst  die  gleichartigen  Glieder  zusammen, 
so  findet  mau,  dass  die  Koeffizienten  von 

AB^,    AC^,    B(\,     CB,,     B,     C 
verschwinden  und  dass  folprender  Ausdruck  übrig  bleibt: 
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+  tIiV^^ -  ^'-«(« - ßr)  -  y(.r-^^ß)} 

Der  Inhalt  jeder  der  drei  Parenthesen   ist  derselbe,  nämlich 

1  -\-2aßy  —  (c  —  ß-  —  y-  =  8-, 
die  obige  Formel   wird  daher  zur  folgenden: 

6)  sm  w  =  — ' — ^^j-^ o. 

Als  spezielle  Fälle  hiervon  ei-gebeu  sich  die  Neigungs- 
winkel der  Geraden  gegen  die  Koordinatenebenen.  Sind  nämlich 
(Ox,  G)y,  CO;  die  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  Ebenen 
tjz,  zx,  xy,  so  ist  im  ersten  Falle  A=\,  B^=0,  C  ^  0, 
im  zweiten  Ä  ==  ^\  B  =  1,  C  =  0  und  im  dritten  A  =  0, 
B  =  0,  C  =  1:  man  erhält  mittels  dieser  Spezialisierungen 


7) 


S  B,d 

sin  cox  = ; ,         sin  a,,  = , 

sm  03-  — 


IV.     Senkrechte   Lage   zweier  Ebenen. 

Bezeichnen  j>  und  2h  ^i®  ^^^  Ursprünge  auf  die  Ebenen 
(t  imd  C^i  gefällten  Lote,  sind  die  Gleichungen  dieser  Ebenen 

Äx  -i-  By  -\-  Cz  =D, 
Ä,x-^  B,y-{- C{z=  D„ 

und  setzen  wir  wieder 


cos  (px)  =  1 , 

cos  (py)  =  }], 

COS  (2?^)  = 

t, 

cos(i)ia;)=ii, 

cos(2hy)=y]^, 

cos (pi  z)  = 

ei, 

so  ist 

1^1         E' 

BS 

V  =     E  ' 

CS 

t           E  ' 

B.S 

'^1=    E,    ' 

^^~   E' 

wobei  d  und  E  die   auf  der  vorigen  Seite   bei  3)  und  4)  an- 
gegebene Bedeutung  haben,  und  E^  aus  E  durch  Vertauschung 


3) 
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von  Ä,  B,  C  mit  Ä^,  B^,  C\  hervorgeht.  Au.s  der  auf  S.  20, 
Nr.  5)  angegebenen  Formel  folgt  nun  als  Bedingung  für  den 
senkrechten  Stand  der  Ebenen  C  und  (B^,  also  auch  ihrer 
Lote  p  und  j)i  die  Gleichung 

2)    (l-a')^^,-\-(l-ß')rjri,  +  (l-f)^t-(.a-ßrKrit,-\-r^yt) 

Setzt  man  hier  die  Werte  1)  ein,  so  erhalten  alle  Glieder  den 
gemeinsamen  Faktor  d^ :  EE^]  wenn  man  ihn  weglässt,  er- 
giebt  sich  die  Bedingung  für  den  senkrechten  Stand  von  (6 
und  Clf^  schliesslich  zu 

(1  -  «0  ^  A  +  (1  -  ß')  BB,  +  (1  -  f)  CC, 

-(a-ßr)  (BC,  -^B,C)-{ß-  ya)  (CA,  +  C,Ä) 

-(y-aß)(ÄB,-^A,B) 

=  0. 

Man  kann  dieser  Gleichung  auch  die  beiden  folgenden 
Formen  geben 

4)  :^     A.-^-ß  -B.-^-t  'C\  =  0, 

5)  2,A  -\-ß,-B  -{-QL^C  =0, 
wobei  abkürzungsweise  gesetzt  wurde 

%  =  (l  —  a^)A  —  (y  —  uß)B—{ß  —  yu)C, 

ß=il-ß')B-(a-ßy)C-iy-aß)A, 

\(l  =  (^{—y^)C  —  (ß—ya)A  —  (a  —  ßy)B, 

und  ^j,  4Bi,  Cj  aus  ^,  ß,  OL  durch  Vertauschung  von  A,  B,  C 
mit  -4jL,  B^,  C^  erhalten  werden. 

Hieran  knüpfen  sich  folgende  Aufgaben. 

a.  Durch  zwei  gegebene  Punkte  eine  Normal- 
ebene zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Nennen 
"^i^  f\}  9i7  \}  hy  9ij  \  ^^^^  Koordinaten  der  gegebeneu  Punkte, 

7)  Ax  +  B>/  +  Cz  =  D 
die  Gleichung  der  gegebenen  und 

8)  ■       Lx  +  My  +  Nz  =  1     • 

die  der  gesuchten  Ebene,  so  haben  wir  erstens,  weil  die  Punkte 
f^g^  h^  und  f.fi.Ji.^  in  dieser  Ebene  liegen  soHen, 


6) 
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uud  -svegeii  der  senkrechten  Lage  der  beiden  Ebenen 

10)  2L  +  ß3I-\-€N=0. 

Die  Bestimmung  der  Unbekannten  L,  M,  N  erfordert  nun  die 

Auflösung  der  drei  Gleichungen  9)  und  10),  was  weiter  keine 

Schwierigkeit  hat.     Nach  Substitution   der  für  L,  M  und  N 

gefundenen   Werte  kann  man   die   Gleichung   8)   auf  folgende 

Form  bringen: 

Die  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  von 
welcher  alle  Punkte  beiden  Ebenen  gleichzeitig  angehören; 
sind  also  x,  y,  z  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  der 
Durchschnittslinie,  so  müssen  diese  den  Gleichungen 

Ax^  By-\-  Cz  =  I), 

Fx -\- Gy -\- Hz  =  K 
zusammen  genügen,  wobei  die  zweite  Gleichung  nur  eine  ab- 
gekürzte Schreibweise  der  Gleichung  11)  sein  soll.  Die  Glei- 
chungen der  Projektionen  der  Durchschnittslinie  finden  sich, 
wenn  mau  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  einmal  z  und 
das  andere  Mal  y  eliminiert;  sie  lauten 

I  (CF—ÄH)x-\-  (CG  —BH)y  =  CK-  DH, 
^^^      1  (BF—ÄG)x  +  (BH—  CG)z  =  BK—BG. 

Auch  die  Richtungswinkel  dieser  Geraden  können  leicht 
ermittelt  werden,  sobald  man  den  Gleichungen  12)  die  ge- 
wöhnliche Form  der  Gleichungen  einer  Geraden  erteilt. 

ß.  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Normalebene 
zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Die  Gleichungen 
der  gegebenen  Ebene,  der  Geraden  und  der  gesuchten  Ebene 
mögen  der  Reihe  nach  sein: 

Ax-{-By-\-  Cz  =  D, 

y  =  B^x-\-\,         z  =  C^x-^c^, 

Lx  -f  My  +  :N"^  =  1 ; 
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da  die  letztere  Ebene  die  Gerade  in  sich  enthalten  soU,  so 
müssen  zunächst  die  Bedingungen 

13)  L -{- B^M -\- C,N  =  0 ,        6lJ/  +  c,^'=l 
erfüllt  sein;    hierzu    kommt    als  Bedingungsgleichung  für   die 
senkrechte  Lage  beider  Ebenen  gegeneinander: 

14)  2iL-^ß3I-j-€N=0. 

Die  Gleichungen  13;  und  14)  bestimmen  die  Werte  von  L, 
M  und  N,  nach  Substitution  derselben  ergiebt  sich  als  Glei- 
chung der  gesuchten  Ebene: 

(i30i-C^i)iP-(26;  — Cjy  +  (,li\  — i3)^ 


Den  Durchschnitt  der  neuen  Ebene  mit  der  gegebenen 
kann  man  auf  gleiche  Weise  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  er- 
mitteln; man  erhält  dann  die  Gleichungen  der  rechtwinkligen 
Projektion  einer  gegebenen  Geraden  auf  eine  bestimmte  Ebene. 

y.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  zu 
leo-en,  welche  einer  bestimmten  Geraden  parallel  und 
senkrecht  zu  einer  vorgeschriebenen  Ebene  ist.  Die 
Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  f,  g,  h  heissen,  die 
Gleichungen  der  Geraden  und  der  Ebene  seien 

Ax^Bij^  Cz  =  I), 
endlich  bezeichne 

IQ)  Lx  +  3Iy  -f  Xz  =  1 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.  Die  Bedingung,  dass 
letztere  den  Punkt  fgh  enthalten  soll,  wird  ausgedrückt  durch 

die  Gleichung 

L/^+  Mg-\-  Nh  =  1; 

wir  ziehen  dieselbe  von  Nr.  16)  ab,  dividieren  mit  L  und 
setzen    y  =  P,     y  =  Q^     ^s  bleibt 

17)  ^  -  f  ^  P(y-g)  ^  Q(^-h)  =  0 

und  dies  ist  immer  noch  die  Gleichung  der  verlangten  Ebene. 
Die  senkrechte  Lage  derselben  gegen  die  gegebene  Ebene  und 
ihr  Parallelismus  zur  gegebenen  Geraden  geben  die  weitereu 
Gleichunffen 


Anbang  zum  dritten  Kapitel.  119 

die  wir  gleichfalls  durch  L  dividieren.     VV^ir  haben  jetzt 

ßP  +  €Q  =  -%,        B,P-\.C,Q  =  -l, 

hieraus  finden  sich  P  und  Q,  durch  deren  Substitution  in 
Nr.  17)  die  Gleichung  der  verlangten  Ebene  zum  Vorschein 
kommt,  nämlich 

18)      ißC,-€ B,)  (..  -f)-(^  C,  -  C)  (y  -  g) 

-\-aB^—ß)U  —  Ji)  =  0. 
Der   Durchschnitt    der  neuen   mit    der   gegebenen   Ebene 
kann  wie  bei  den  vorigen  Aufgaben  bestimmt  werden. 

V.     Der  Winkel  zwischen   zwei  Ebenen. 

Indem  wir  dieselben  Bezeichnunafen  und  Abkürzuniren 
benutzen,  wie  in  Nr.  IV,  erhalten  wir  für  den  Winkel  ©  der 
Ebenen  (S  und  (t^  sofort  die  Formel 

^°'®  =  ^' 
wobei  abkürzungsweise  gesetzt  wurde 

F''  =  (l-  a')  AA,  +  (1  -  ^)  BB,  +  (1  -  y^)  CC, 
-  («  -  ßy)  {B(\  +  B,  C)  -(ß-ya)  {CA,  +  C\  A) 
-{y-aß){AB,  +  A,B). 


Viertes  Kapitel. 
Trausformation  der  Koordiuateu. 


§  20. 
Die  allgemeinen  Fundameutalformelu. 

Wenn  drei  in  einem  Punkte  zusammentreffende  Ebenen 
auf  ein  beliebiges  Koordinatensystem  bezogen,  also  ihrer  Lage 
nach  gegeben  sind,  so  können  dieselben  auch  als  neue  Koor- 
dinatenebenen genommen  werden,  und  es  entsteht  dann  die 
Frage  nach  den  neuen  Koordinaten,  welche  irgend  ein  Punkt 
im  Räume  bei  seiner  Beziehung  auf  das  zweite  Koordinaten- 
system erhält.  Die  alten  Koordinaten  des  Punktes  P  mögen 
Xj  1/,  ^,  die  neuen  Koordiuateu  desselben  a"',  y\  z'  heissen, 
ferner  nennen  wir  «,  7v,  c  die  auf  das  ursprüngliche  System 
bezogenen  Koordinaten  des  neuen  Koordinaten anfanges,  endlich 
i'-c?  Vii}  P-  ^^^  ^^^  ^^^  Ebenen  yz,  zx,  xy  errichteten  Nor- 
malen, durch  deren  Richtungen  sich  die  Stellungen  der  ent- 
sprechenden Ebenen  bestimmen, 

I.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Koordinatenverwand- 
lung in  dem  Falle,  wo  die  neuen  Ebenen  parallel  zu  den  ur- 
sprünglichen liegen,  also  auch  die  gleichnamigen  Achsen  beider 
Systeme  parallel  sind;  wir  nehmen  dann  die  positiven  x'  in 
demselben  Sinne  (d.  h.  nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin) 
wie  die  positiven  x,  ebenso  -f-  y'  im  Sinne  von  -f-  y  und  -\-  z' 
im  Sinne  von  -|-  z.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  beide 
Koordinatensysteme  zur  Deckung  gebracht  werden  können, 
wenn  man  die  ^/^J-Ebene  in  der  Richtung  der  positiven  .r 
parallel  mit  sich  selbst  um  a  verschiebt  und  wenn  mau  gleich- 
zeitig  mit    der  ,r./  -Ebene   eine    ähnliche  Verschiebung  um   ?>, 
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sowie   mit  der  .r//- Ebene   eine  Verschiebung   um  c  vornimmt. 

Demgemäss  hat  man  die  Gleichungen 

1)  x  =  a-{-  ./•',         y  =  b  -{-  }/,         z  =  c-\-  z', 

welche  ganz  allgemein  giltig  sind,  wenn  man  immer  die  mög- 
lichen verschiedenen  Zeichen  der  darin  vorkommenden  Koordi- 
naten berücksichtigt. 

U.  Wir  betrachten  zweitens  den  Fall,  wo  beide  Koordi- 
natensysteme einen  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  besitzen, 
ohne  dass  aber  irgend  eine  der  neuen  Achsen  mit  einer  Achse 
des  primitiven  Sjstems  zusammenfällt.  Wo  nun  auch  der 
Punkt  xyz  oder  x'y' z'  liegen  möge,  so  ist  doch  sein  Radius- 
vektor r  immer  derselbe,  gleichgiltig,  ob  man  ihn  auf  das 
eine  oder  andere  Koordinatensystem  bezieht;  eben  deswegen 
ist  auch  die  rechtwinklige  Projektion  von  r  auf  irgend  eine 
Gerade  s  in  beiden  Fällen  die  nämliche,  was  wir  durch  die 
(wegen  r  =  >•')  identische  Gleichung  /•  cos  (rs)  =  r'  cos  (r' s) 
ausdrücken  können.  Projizieren  wir  statt  r  die  aus  x,  y,  z 
bestehende  gebrochene  Linie,  ebenso  statt  r'  die  aus  x',  y',  z' 
zusammengesetzte  gebrochene  Linie,  so  verwandelt  sich  die 
vorige  Gleichungr  in  die  nachstehende: 


2) 


Fig.  26. 


X  cos  ixs)  -\-  y  cos  {ys)  -\-  z  cos  (zs) 
=  x'cos(^x's)  -j-  ^' cos  (2/ 's)  -f-  ^''cos(^'s), 

welche  als  die  Quelle  aller  folgenden  Formeln  zu  betrachten  ist. 
Zunächst  wollen  wir  die  beliebige  Gerade  s  der  Reihe  nach 
mit  den  auf  den  Ebenen  yz,  zx,  xy  errichteten  Senkrechten 
Px)  Pyj  p:  zusammenfallen  lassen. 
Dabei  unterscheiden  wir  an  diesen 
Normalen  eine  positive  und  eine 
negative  Seite;  die  positive  Seite  von 
Px  soll  nämlich  diejenige  sein,  welche 
nach  der  positiven  Seite  der  x  ge- 
richtet ist,  in  gleicherweise  nehmen 
wir  die  positiven  Seiten  von  py  und 
P::  im  Sinne  der  positiven  y  resp.  z. 
Dies  lässt  sich  auch  so  ausdrücken: 
wenn  man  von  einem  Punkte  T , 
dinaten    positiv    sind,    welcher    also 


dessen    di-ei    alte    Koor- 
innerhalb    des    von    den 
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positiven  Teilen  der  Koordinatenebenen  gebildeten  Körper- 
winkels liegt,  Senkrecbte  TU,  TV,  TW  auf  die  Koordinaten- 
ebenen herablässt,  so  ist  p^  =  VT  positiv  in  der  Richtung 
von  U  nach  T,  und  dem  entsprechend  X),,  =  VT,  jh  =  TT'T. 
Ferner  soll  im  folgenden  der  Winkel  zwischen  zwei  Geraden 
immer  als  Winkel  zwischen  deren  positiven  Teilen  verstanden 
und  von  0*^  bis  ISC  gezählt  werden.     Hiernach  ist 

für    s=p^,        L{ys)  =  L{2s)  =  9(y\ 

„      s=py,        L{zs)  =  L  {xs)  =  90«, 

„      s=p.,        L  {xs)  =  L  (ys)  =  90«, 

und  aus  der  Gleichung  2)  fliessen  jetzt  die  folgenden  Relationen 

!x  cos  (xpx)  =  x'  cos  {x'px)  -\-  y'  cos  {y' Px)  +  z'  cos  (z'px) , 
y  cos  (y2)ii)  =  x'  cos  (xj^y)  +  y'  cos  (y'jy,?)  +  ^'  cos  (z'});,) , 
2  cos  (^i^.-)  =  x'  cos  {x'^)-)  +  y'  cos  (y'pz)  -\-  z'  cos  iz' p^ , 

Für  den  Gebrauch  dieser  Tranformationsformeln  ist  zu 
merken,  dass  erstens  die  linker  Hand  vorkommenden  Winkel 
(x2)x),  (j/P'j),  ißPz)  als  bekannt  anzusehen  sind,  weil  sie  aus 
den  bekannten  Koordinaten  winkeln  {xy),  izx),  (yz)  abgeleitet 
werden  können,  und  dass  zweitens  die  rechter  Hand  vorkom- 
menden neun  Winkel  gegeben  sein  müssen,  weil  durch  sie 
die  Lage  der  neuen  Koordinatenachsen  gegen  die  Normalen 
Px,  py,  2h  festgestellt  wird.  Übrigens  bestehen  zwischen  den 
genannten  neun  Winkeln  noch  drei  Gleichungen,  nämlich 
die  Relationen,  welche  übei-haupt  für  je  drei  Richtungs- 
winkel gelten. 

Will  man  die  Anwendung  der  Normalen  ;)j-,  p,,,  p;  ver- 
meiden und  unmittelbar  die  AN'inkel  zwischen  den  neuen  und 
alten  Achsen  in  Rechnung  bringen,  so  braucht  man  die 
willkürliche  Gerade  s  nur  der  Reihe  nach  mit  den  ursprüng- 
lichen Achsen  der  x,  y  und  z  zusammenfallen  zu  lassen.  Die 
Gleichung  2)  liefert  dann  die  folgenden  Beziehungen: 

X  -{-  y  cos  {yx)  -\-  z  cos  {zx) 

=  x'  cos  (x'x)  -\-  y'  cos  {y' x)  -\-  z'  cos  {z'x)^ 

X  cos  {xy)  -\-  y  -{-  z  cos  (zy) 

=  x'  cos  {x'y)  +  y'  cos  {y' y)  +  ~ '  cos  yz' y'), 
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X  COS  {xz)  -f-  y  cos  {tjz)  -\-  z 

=  x'  cos  (x'z)  -f-  y'  cos  (y'z)  -\-  z'  cos  (z'z). 

Bezeichnen  wir^  wie  früher,  die  Cosinus  der  Koordinaten winkel 

(yz),  ißx),  (xy)  mit  a,  ß,  y,  den  Ausdruck 
1  +  2(cßY  —  a-  —  ß'  —  y^ 

mit  d-,  und  setzen  wir  ferner  abkürzend 

x'  cos  (x'x)  -f-  y'  cos  (y'x)  -\-  z  cos  iz' x)  =  X, 
a;'cos(a;'^)  +  y' cos(y'y)  -f-  z'  cos (z'y)  =  1', 
x'  cos  (ä''^')  -f-  //'  cos  (y'z)  -\-  z'  cos  [z' z)  ■=  Z, 

so  führt  die  Auflösung  der  vorigen  drei  Gleichungen  zu  den 

folgenden  Trausf ormationsformeln : 


4) 


y 


(i-a')X- 

-(y-aß)Y~ 

-{ß-ya)Z 

ö^ 

7 

(l-ß'-)Y- 

-(a—ßy)Z  — 

{Y-ccß)X 

d^ 

) 

(i-y')Z- 

-(ß-ya)X- 

{u-ßY)Y 

8' 

Von  den  hierin  vorkommenden  zwölf  Winkeln  sind  zunächst 
(xy),  (zx)  und  (yz)  unmittelbar  bekannt;  jede  der  drei  Gruppen 

(x'x),  (x'y),  (x'z), 
{y'x),  (y'y),  (y'2), 
(z'x),         (z'y),         (z'z) 

enthält  die  Richtungswinkel  einer  neuen  Achse  gegen  die 
alten  Achsen;  zwischen  den  Winkeln  einer  Gruppe  besteht 
also  jedesmal  die  überhaupt  für  drei  Richtungswinkel  geltende 
Gleichung,  und  demnach  dürfen  aus  jeder  Gruppe  nur  zwei 
Winkel  gegeben  werden. 

III.  Wenn  das  neue  Koordinatensystem  dem  ursprüng- 
lichen weder  parallel  liegt,  noch  denselben  Anfangspunkt 
besitzt,  so  kann  man  sich  durch  den  Koordinatenanfansr 
0'  des  neuen  Systems  ein  drittes  System  gelegt  denken, 
dessen  Achsen  den  alten  Koordinatenachsen  in  orleichem 
Sinne  parallel  sind.  Die  Koordinaten  des  Punktes  xyz  in 
Beziehung  auf  dieses  Zwischensystem  mögen  XQy^ZQ  heissen; 
es  ist  dann 

5)  a:  =  a-i-x^,         y  =  h-{-y^,         z  =  c -{- z^. 
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Das  Zwischensystem  der  x^y^z^  hat  ferner  mit  dem  System 
der  x'y'z'  den  Koordinatenanfang  gemein,  daher  sind  auf 
dieses  die  Formeln  3)  oder  4j  anwendbar,  indem  man  :<■(,,  ?/(,,  Zq 
für  X,  1/,  z  schreibt.  Weil  ferner  a'oij  ä-,  y^  y,  Zq\\z,  so  stimmen 
die  Winkel  (x' x^,  {^' Vo)  ©tc.  mit  den  Winkeln  (x'x),  {x'yj  etc. 
überein  und  es  bedarf  daher  überall,  wo  Winkel  vorkommen, 
nicht  mehr  der  Lidices.  Nach  Ermittelung  von  Xq,  y^,  Zq  geben 
nun  die  Formeln  5)  x,  y,  z  ausgedrückt  durch  x',  y' ,  z']  also 
erstens,  wenn  man  die  Richtungen  der  neuen  Achsen  durch 
die  Winkel  zwischen  ihnen  und  den  Normalen  der  ursprüng- 
lichen Koordinatenebenen  bestimmt: 

a?' cos  (x'p^)  +  y'  cos  (i/>J  +  2'  cos  {z'pj 
X  =  a  -\ 


6) 


y  =  l  + 


z  =  c  -\- 


cos  (xp^)  ' 

x'  cos  (a;>p  +  </'  cos  (y'p,^  +  ^'  cos  {z'p^) 

cos  iypy)  '■ 

x'  cos  {x'p^  +  y'  cos  (2/>J  +  s'  cos  {z'p^) 


cos  {zp^)  ' 

zweitens,  wenn  man  die  Winkel  zwischen  den  neuen  und  alten 
Achsen  in  Rechnung  bringt  und  die  bereits  in  II  erwälmten 
Abkürzungen  benutzt: 

(l_^s)X-(y_aß)r-(ß-ya)Z 


7) 


x  =  a  -\- 
y  =  h  + 
z  ^  c  -\- 


ö- 

(1- 

-ß^-)Y- 

-(« 

-ßy)Z- 

(y- 

-  Ciß) 

X 

6^ 

(1- 

-y')Z- 

iß- 

-yci)X  - 

■  («- 

-ßv) 

Y 

Diese  ganz  allgemeinen  Formeln  können  auf  ähnliche 
Weise  angewendet  werden,  wie  die  entsprechenden  spezielleren 
Formeln  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Hat  man 
nämlich  zwischen  den  drei  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes 
eine  oder  zwei  Gleichungen,  wodurch  entweder  eine  Fläche 
oder  eine  Linie  charakterisiert  wird,  so  führt  die  Substitution 
der  für  x^  y,  z  angegebenen  Werte  zu  eben  so  viel  neuen 
Gleichungen  zwischen  x' ,  y',  z',  d.  h.  zu  den  Gleichungen  der 
nämlichen  Gebilde,  bezogen  auf  das  neue  Koordinatensystem. 
Nicht  überflüssig  ist  hierbei  die  Bemerkung,  dass  die  AN'erte 
von  .r,  y,  z  nur  die  ersten  Potenzen  von  .<',  //',  z'  und  keine 
Produkte    von    zweien    oder    dreien    dieser   Grössen    enthalten; 
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infolge  dieses  Umstandes  ist  jede  resultierende  Gleichung 
zwischen  x',  »/',  z'  immer  von  demselben  Grade,  wie  die 
ursprüngliche  Gleichung  zwischen  ,r,  y  und  z. 


§21. 

Ti'aiisfoi'inatioii  rechtwinkliger  Systeme. 

Die  überaus  häufige  und  meistens  bequeme  Anwendung 
des  rechtwinkligen  Koordinatensystems  erheischt  noch  eine 
nähere  Untersuchung  des  speziellen  Falles,  wo  die  Systeme 
xyz  und  x'y'z'  rechtwinklig  sind  und  einen  gemeinschaft- 
lichen Anfangspunkt  besitzen.  Es  ist  dann  a  =  b  =  c  =  0, 
/.  (^«/)  = /.(^a:)  = /.(«/^)  =  90",  und  überhaupt  für  jede  be- 
liebige Gerade  s 

L  (sp^)  =  Lisx),      L  (spy)  =  L  (stj) ,      L  (sih)  =  L(sz); 

die  Formeln  6)  und  7)  des  vorigen  Paragraphen  geben  jetzt 
übereinstimmend 

X  =  x'  cos  (x'x)  -f-  y'  cos  (y'x)  -\-  z'  cos  {z'x), 

1)  \y  =  x'  cos  (x'y)  +  y'  cos  {y  y)  -f  z'  cos  {z'y), 

z  =  x'  cos  (x'z)  -f-  y'  cos  (y'^)  -\-  z'  cos  (^'^). 

Zwischen  den  Cosinus  der  neun  vorkommenden  Winkel  finden 
beachtenswerte  Beziehungen  statt.  Zunächst  hat  man  für  die 
drei  Richtungswinkel  jeder  der  neuen  Achsen 

j  cos^(x'x)  -f-  cos^(x'y)  -\-  cos^(ä:'^)  =  1, 

2)  cos^  (y'x)  +  cos2  (i/y)  +  cos^  (y'0)  =  1 , 
l  cos^  {z'x)  +  cos^  {z'y)  -\-  cos^  (z' z)  =  1; 

weil  femer  die  neuen  Koordinatenwinkel  {y'^'),  (z'x')  und  {x'y') 
rechte  Winkel  sein  sollen,  so  ist 

icos  {ij'x)  cos  {z'x)  -\-  cos  {y'y)  cos  {z'y)  -f-  cos  {y'z)  cos  {z'z)  =  0, 
cos  {z'x)  cos(a''ir)  -j-  cos  (^'?/)  cos  {x'y)  -\-  cos  {z'z)  cos  {x'z)  =  0, 
cos{x'x)cos{y'x)-\-cos{x'y)cos{y'y)-\-cos{x'z)cos{y'z)  =  0. 

Umgekehrt  kann  man  auch  von  dem  Systeme  x'y' z'  zum 
Systeme  xyz  übergehen,  indem  man  jenes  als  das  alte  und 
dieses    als     das    neue    betrachtet;     hierzu    bedarf    es    keiner 
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neuen  Rechnung,  sondern  nur  einer  gegenseitigen  Vertauschuug 
von  X  mit  x',  y  mit  y'  und  z  mit  z']  die  resultierenden 
Formeln  sind: 

(  x'  =  X  cos  (xx')  -f-  y  cos  (t/x')  -\-  z  cos  (zx'), 

4)  \  y'  =  ^  cos  (xy')  -\-  y  cos  (yy')  -\-  z  cos  {zy'), 
\  z'  =  X  cos  (iP^')  +  y  ^'os  (»/■2'')  +  'S'  cos  {zz'^-^ 

und  zwar  gelten  für  die  Richtungswinkel  der  Achsen  von 
X,  y,  z  gegen  die  Achsen  x',  y',  z'  die  Gleichungen 

do'^ixx'^  +  cos^(a;2/')  +  to%^{xz')  =  1, 

5)  cos^(2/a;')  -|-  Qos^{yy')  -f-  cos^(3/;ä;')  ^  1, 
cos^{zx')  -\-  cos- (zy')  +  cos^(^2')  =  1, 

endlich,  weil  die  Winkel  (yz),  (zx)  und  (xy)  rechte  Winkel  sind, 
cos  (yx)  cos  (zx)  -\-  cos  (yy)  cos  (zy)  +  cos  (y  ^')  cos  (zz)  =  0, 

6)  I  cos  (^o;')  cos  (a;a;')  +  cos  (zy)  cos  (a;«/')  -{-  cos  (^/)  cos  (:»/)  =  0, 

cos  (a;rz;')cos  (yx')  -\-  cos  (xy)  cos  (?/y')  +  cos(a;/)  cos  (yz')  =  0. 

Um  kurz  zu  sein,  bezeichnen  wir  die  Cosinus  der  Richtungs- 
winkel von  x'  gegen  die  Achsen  der  x,  y,  z  der  Reihe  nach 
mit  u,  a'j  a"f  und  dementsprechend  die  Cosinus  der  Richtungs- 
winkel von  y'  und  z'  mit  /?,  ß',  ß"  und  y,  7',  y";  die  bis- 
herigen Gleichungen  lauten  dann: 

ix  =  ax'-{-  ßy'  +  yz', 

I)  <  2/  =  cc'x'  +  ß'y'  -f  y'z', 

I  '-^  =  a"x'-{-  ß"y'+  y"^'; 

ß2  j^ß'-2_^ß"-^=l^  ya-{-  y'a'-i-y"a"=i),         9) 

\    y-2    ^    y'-2    _^    y"-2   =    l;  „  ^    _|_    ,,'^ '   ^    «"/3 "  =    O ;    l 

und  umgekehrt 

(  x'  =  «X'  -|-  a' y  -f-  «"*, 

10)  U'=/3.-  +  ^>  +  ^% 

\  /  ^y,r  -\-  y'y  -\-  y"z, 

i  a-  +  ^-  +  y-  =  1,       «V'+  ß'ß"+  y'r"=  0, 

II)  !«'^'  +  /3'^'  +  /-  =  l,  cc"a  +  ß"ß-{-y"y  =  0,\    12) 
,-_!_  ^".^  ^":;_  1^  ,,^,'  ^  ^3^'   _|_  ,,,/  _  ,). 
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All  dieses  Formelsystem  kiiü[)fc'n  sich  drei  wesentliche 
Bi'inerkiiiigeij. 

a.  Durch  die  Gleichungen  8)  und  0)  ist  ausgesprochen^ 
dass  die  beiden  Koordinatensysteme  rechtwinklig  sind;  das 
Nämliche  liegt  in  den  Gleichungen  11)  und  12)  ausgedrückt, 
mithin  müssen  diese  sich  aus  jenen  herleiten  lassen.  Es 
ist  nichts  weniger  als  überflüssig,  dies  direkt  nachzuweisen, 
weil  man  dabei  noch  einige  andere  brauchbare  Beziehungen 
gewinnt. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  in  Nr.  9)  findet  man 
durch  Entwickelung  von  a'  und  «" 

ß"y—ßy"  „  ßy'— (3'y 

ß  Y  —ß  V     '  ßy  —ß  V 

und  durch  Substitution  in  die  erste  der  Gleichungen  8) 

{(ß'y"  -  ß"y'i^  -^  (ß"y  -  ßy'J  ^  (ßy'  -  ß'yy]a' 

=  (ß'r"-ß"yy- 

Nun  ist  der  Koeffizient  von  a^  identisch  mit  der  Differenz 

deren  Betrag,  zufolge  der  übrigen  Gleichungen  in  Nr.  8),  die 
Einheit  ausmacht;   die  vorige  Gleichung  vereinfacht  sich  dem- 
nach zu  .,         ,^,    „        ^„    ,,-. 
cr  =  {ßy"-ß"r'f, 

und  daraus  folgen  nach  dem  Obigen  die  analogen  Gleichungen 

a-  =  {ß"y  -  ßy'J,         a"-  =  {ßy  -  ß'yf. 

Ahnliche  Beziehungen  sind  leicht  für  ß,  ß',  ß"  und  y,  y',  y" 
zu  erhalten,  überhaupt  ergiebt  sich  folgendes  System  von 
neuen  Gleichungen: 

ia  =±(ßY-ß"y),   ß  =±{yci"-y"cc'),   y  =±(aß"-a"ß'l 
rd)L'=±{ß"y—ßy"),    ß'  =  ±(y"a  —  ya"),    7  =  ±(c^" ß  —  a ß"\ 
I  cc"=  ±(ßy  —  ß 'y^ ,    ß"=  ±_{ya  —  y'a) ,    /'=  ±iccß' —  aß). 

Aus  der  ersten  und  zweiten  der  Gleichungen  8)  ziehen  wir  ferner 

(«2  +  «"^)  iß"  -  ß'l  =  (1  -  er)  (1  -  ß'-) 
oder 

a"^ß'-2  _|_  ,pß"2  _|_  ,,"2^'2  _|_   ^"2^"2  _|_   ^^2  _|_  ^2  _  ,^2^2  _   J. 
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substituiert  man  für  a'ß^  seinen  der  letzten  Gleichung  in  Xr.  9) 
entnommenen  Wert,  nämlich 

a'2/3'2  +  2aa"ß'ß"  +  a"^  +  ß"-, 

so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 

a'  +  ß'  +  {aß"-a"ßy=l, 

d.  i.  unter  Rücksicht  auf  die  dritte  Gleichung  in  Xr.  13) 

«'  +  /3^  +  /  =  1. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  hier  die  erste  Gleichung  in  Xr.  11) 
abgeleitet  wurde,  lassen  sich  die  übrigen  Gleichungen  derselben 
Gruppe  beweisen. 

Setzen  wir  in  der  soeben  entwickelten  Formel  für  a,  ß,  y 
ihre  nach  Xr.  13)  bestimmten  Werte,  so  erhalten  wir 

(ßY  -  ß"yy  +  (/«"  -  r"«')'  +  W  -  cc"ßy  =  1 : 

die  linke  Seite  ist  identisch  mit 

(«'2  +  ß'-2  +  y'2)  (^"2  ^  ^"2  ^  y'2^  _  ^^'^"  ^  ß'ß"  j^  yyy 

oder  vermöge  der  schon  bewiesenen  zweiten  und  dritten 
Gleichung  in  Xr.  11)  einerlei  mit 

l-(acc"-{-ß'ß"-\-yyy, 

und  nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  geht  die  letzte 
Gleichung  in  die  dritte  Gleichung  der  Gruppe  12)  über.  Auf 
analoge  Weise  ergeben  sich  die  übrigen  Gleichungen  der- 
selben Gruppe. 

b.  Eine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Frage, 
ob  die  Achsen  in  beiden  rechtwinkligen  Koordinatensystemen 
in  derselben  Ordnung  aufeinander  folgen  oder  nicht.  Denken 
wir  uns  nämlich  das  neue  System  so  weit  herumgewendet, 
dass  die  positive  Seite  der  a;-Achse  mit  der  positiven  Seite 
der  a; '-Achse  zusammenfällt,  so  können  wir  durch  Drehung 
des  neuen  Systems  um  die  a; '-Achse  auch  den  positiven 
Teil  der  ?/ '-Achse  mit  dem  positiven  Teile  der  y-Achse  zur 
Deckung  bringen,  und  nleichzeitio:  muss  nun  die  .r'-Achse 
in  die  ^;-Aclise  zu  liegen  kommen.  Dabei  sind  aber  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden;  nämlich  entweder  fällt  die  positive 
Seite  der  ;?'- Achse  mit  der  positiven  Seite  der  .r- Achse  zu- 
sammen, oder  umgekehrt  ist  es  die  negative  Seite  der  .c '-Achse, 
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welche  auf  die  positive  Seite  der  ä -Achse  zu  liegen  kommt. 
Im  ersten  Falle  lassen  sich  beide  Systeme  zur  Kongruenz 
bringen  und  mögen  homologe  Koordinatensysteme  heissen, 
im  zweiten  Falle  können  sie  nur  als  symmetrisch -gleiche  be- 
trachtet werden,  was  durch  die  Bezeichnung  symmetrische 
Koordinatensysteme  ausgedrückt  wt-rden  soll. 

Die  Formeln  7),  8),  9)  beziehen  sich,  wie  aus  ihrer  Her- 
leitung unmittelbar  erhellt,  auf  beide  Arten  von  Koordinaten- 
systemen; dasselbe  gilt  von  den  abgeleiteten  Gleichungen  13j, 
letztere  enthalten  aber  das  Mittel  zur  analytischen  Sonderung 
der  genannten  Fälle,  und  zwar  sind  es  die  doppelten  Vorzeichen, 
wodurch  die  Unterscheidung  herbeigeführt  wird.    Setzen  wir 

a  =  cos  0*^  =  1,         a'  =  a"  =  cos  90"  =  0, 

so  fällt  x'  mit  X  zusammen,  d.  h.  es  wird 

nehmen  wir  gleichzeitig 

/3  =  0,         ß'=l,        ^"=0, 
so  wird  , 

y  =!/; 

bei  zwei  homologen  Systemen  muss  nun  ^'  mit  s  zusammen- 
fallen, also 

y  =  o,      r'==o,      y"=-}-i, 

/  =  s 
werden,  bei  zwei  symmetrischen  Systemen  dagegen  würde  sich 
7  =  0,  /=0,  y"=  —  l, 

z'  =  —  z 
ergeben  müssen.  In  der  That  liefert  die  letzte  Gleichuno-  in 
Nr.  13)  vermöge  der  für  a,  a' ,  ß,  ß'  angenommenen  Spezial- 
werte 'y"=z\l^}  ^^^  *^^^'  Vergleich  mit  dem  vorigen  lehrt 
nun,  dass  das  obere  Zeichen  für  homologe,  das  untere  für 
symmetrische  Koordinatensysteme  gilt.  Durch  die  nämlichen 
Substitutionen  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  in  den  Glei- 
chungen 13)  überhaupt  immer  die  positiven  Vorzeichen  den 
homologen  und  die  negativen  den  symmetrischen  Koordinaten- 
systemen entsprechen. 

c.  Da  zwischen  den  neun  Cosinus  a,  u',  .  .  .  y"  sechs 
Gleichungen  bestehen,  so  dürfen  nicht  mehr  als  drei  derselben 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  ü.  9 
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willkürlich  angenommen  werden,  und  zwar  nur  solche,  die 
nicht  gleichzeitig  in  einer  der  sechs  Gleichungen  8j  oder  11) 
vorkommen.  Drei  derartige  Grössen  sind  z.  B.  a,  /3',  y" \  die 
Bestimmung  der  übrigen  sechs  Grössen  geschieht  dann  auf 
folgende  Weise. 

Von  der  Summe  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  in 
Nr.  8)  subtrahieren  wir  die  dritte  Gleichung  in  Xr.  11),  ebenso 
von  der  Summe  der  ersten  und  dritten  Gleichung  in  Nr.  8) 
die  zweite  Gleichung  in  11),  endlich  von  der  Summe  der 
zweiten  und  dritten  Gleichung  in  8)  die  erste  Gleichung  in  11); 
wir  erhalten  so  die  Relationen 

in  denen  rechter  Hand  nur  bekannte  Grössen  vorkommen. 
Nach  Nr.  13)  haben  wir  ferner  für  homologe  Systeme; 

15)     aß' — a'/3  =  j^",      y"a  —  ya"  =^  ß\      ß'y" — ß"y' =  a^ 

dagegen  für  symmetrische  Systeme: 

tiß'  —  a'ß  =  —  y",       y"a  —  ya"=^  —  ß',      ß'y"  —  ß"y' ==  —  a^ 

so  dass  es  nur  einer  Änderung  der  Vorzeichen  von  u,  ß',  y" 
bedarf,  um  zwei  homologe  durch  zwei  symmetrische  Systeme 
zu  ersetzen.  Subtrahieren  und  addieren  wir  das  Doppelte  der 
Gleichungen  15)  zu  den  Gleichungen  14),  so  finden  wir 

(«  -  ß'Y  +  (/3  +  a'Y  =  (1  -  y"Y, 
{a  +  ß'Y  +  (^  -  a'Y  =  (1  +  y"Y', 

(«-/T+(«"+y)^  =(i-^T, 

(^'-rT+(/+/3T=(i-«)S 
(^'+/T+(r'-r»^' =(!  +  «)-, 

die  linker  Hand  zuerst  stehenden  Ausdrücke  sind  bekannt,  die 
vorigen  Gleichungen  führen  daher  zu  den  folgenden: 


ß-a'  =  >/(i  +  /T-(«  +  ^T; 
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a"+  y  =]/(l^^)^-(«-/7, 

r'  +  ß"=V(i-ay  -iß'- 
y' 


/')^ 


Man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  hieraus  die  sechs  Uu- 
bekauuten  /3,  «',  a",  y,  y\  ß"  durch  Addition  und  Subtraktion 
ableiten  lassen;  vorher  wollen  wir  aber  bemerken,  dass  die 
unter  den  Wurzelzeichen  stehenden  Quadratdifferenzen  in  Pro- 
dukte zerlegbar  sind;  setzen  wir  Jiiimlich  zur  Abkürzung 


16) 


[l+a-ß'-y"=A, 
l-a-\-ß'-y"=B, 
l-a-ß'+y"=C, 


so  lauten  die  obigen  Gleichungen 

ß-\-u'=^yÄB,       a"-\-y=yÄC, 
ß  —  a=  yCD,        a"^y=  YBD, 


y'+ß"  =  VBC, 
y'  —  ß"  =  YäB. 


Die  Werte    der  Unbekannten    sind   hiernach    für   homologe 
Systeme: 


1^) 


lß==^{yAB+YCD), 

sa'=^{yBÄ—ycB), 

"^^{yCA+VBB), 


y  =^{VÄC-VBB), 
y'=^^{yBC+YÄT)), 
ß"=\{YCB-YÄB), 


Nach  der  früheren  Bemerkung  führt  die  Änderung  der  Vor- 
zeichen von  a,  ß',  y"  zu  den  entsprechenden  Formeln  für 
symmetrische  Systeme.    Setzen  wir  demgemäss  zur  Abkürzung: 


18) 


so     haben    wir 
Systeme: 


die 


(l-a-\-ß'-\-y"=A„ 
I  IJ^  a-ß'-y"=^B„ 

l^cc-{-ß'-y"=  C„ 

l-a-ß'-y"=D„ 

für    symmetrische    Koordinaten- 
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Hinsichtlich  der  Realität  der  sechs  Grössen  ^,  y,  a,  y', 
«",  ß"  bemerken  wir  noch  folgendes.  In  den  Gleichungen  18) 
kommen  alle  Kombinationen  zu  je  zweien  aus  Ä,  B,  C,  D 
vor;  besitzen  nun  irgend  zwei  dieser  Grössen  entgegengesetzte 
Vorzeichen,  so  wird  eine  der  Unbekannten  ß,  y,  a',  y',  a",  ß" 
imaginär,  mithin  das  betreffende  Koordinatensystem  unmöglich. 
Zur  Realität  der  Yerlangten  Transformation  gehört  also,  dass 
die  Grössen  A,  B,  C,  D  dasselbe  Vorzeichen  haben,  und 
zwar  kann  dieses  nur  das  positive  Zeichen  sein,  weil 
J.  -j-  jB  -f-  C  +  D  ^  +  4  ist ;  dabei  bleibt  aber  die  Mög- 
lichkeit, dass  die  eine  oder  andere  der  genannten  Grössen 
verschwindet.  Die  Bedingung  der  Realität  der  ersten  Trans- 
formation besteht  also  darin,  dass  keine  der  Grössen  Ä,  B, 
C,  D  negativ  ist.  Eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  für  die 
zweite  Transformation  mittels  der  in  18)  und  19)  ange- 
gebeneu Werte. 

§  22. 

Anderes  Verfahren  zur  Trausformation  rechtwinkliger 
Systeme. 

Die  Koordinatenverwandlung  nach  den  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  Formeln  hat  in  manchen  Fällen,  bei 
denen  es  nicht  auf  eine  sehr  symmetrische  Rechnung  an- 
kommt, die  Unbequemlichkeit,  dass  ausser  den  gegebenen 
drei  Grössen  (cc,  ß',  y")  noch  zehn  andere  {A,  B,  C,  T>,  ß, 
y,  a,  y',  a",  ß")  im  Auge  behalten  werden  müssen,  und  es 
ist  daher  nicht  überflüssig,  ein  anderes  Formelsystem  kenneu 
zu  lernen,  worin  ausser  den  primitiven  und  sekundären 
Koordinaten  nur  noch  drei  Winkel  vorkommen,  welche  die 
Lage  des  neuen  Koordinatensystems  gegen  das  ursprüngliche 
feststellen. 

Die  Ebene  x' y'  schneidet  die  Ebene  xij  in  einer  Geraden, 
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die  wir  OX^  iieiineu  wolleu  und  deren  Lage  durch  den  Winkel 
XOXi  bestimmt  wird,  den  die  Halbgeraden  OXy  und  OX 
mit  einander  einschliesseu.  Wir  bezeichnen  diesen  Winkel 
mit  tl)  und  zählen  ihn,  von  OX  ausgehend,  im  Sinne  der 
Drehung,  mittels  welcher  die  positive  Seite  der  a;- Achse 
durch  90"  hindurch  in  die  positive  Seite  der  y-Ac\ii>e  über- 
geführt werden  kaim.  Ferner  sei  d"  der  Neigungswinkel  der 
a;';»/ '-Ebene  gegen  die  xy-^hene,  d.  i.  der  Wmkel,  den  die 
Hälfte  der  a-y-Ebeue,  die  die  Halbgerade  OX  nicht  enthält, 
bei  der  Drehung  um  OX^  beschreiben  muss,  um  auf  kürzestem 
Wege  in  die  Hälfte 
der  ^'?/'- Ebene  über- 
geführt zu  werden,  die 
OX' enthält;  und  zwar 
soll  diese  Drehung  von 
Xy  aus  gesehen  die- 
selbe Richtung  haben, 
durch  die  von  X  aus 
gesehen  01^  durch  eine 
Vierteldrehung  mit  OZ 
zur  Deckung  kommt. 
Endlich  bezeichne  (p 
den  Winkel  zwischen 
OXi  und  der  posi- 
tiven    Seite     der     x'- 

Achse;  die  Drehungsrichtung  von  (p  sei  von  Z'  aus  gesehen 
dieselbe  wie  die  von  ip,  von  Z  aus  gesehen.  Durch  die  Winkel 
ip,  &■,  (f  ist  die  Lage  der  positiven  Seite  OX'  der  ic- Achse 
bestimmt;  die  positive  Seite  OY'  der  ^'- Achse  liege  von 
OX'  aus  nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin,  wie 
OY  von  OX  aus  berechnet.  Was  endlich  die  Achse  der  / 
betrifft,  so  erstreckt  sich  bei  zwei  homologen  Systemen 
ihre  positive  Seite  OZ'  nach  derselben  Gegend  des  Raumes, 
wie  OZ,  bei  symmetrischen  Systemen  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite. 

Aus  diesen  Bestimmungen  erkennt  man  leicht,  dass  sich 
das  alte  System  durch  drei  aufeinander  folgende  Drehungen 
in    das    neue    überführen    lässt;    man    hat    erstens    das    alte 
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System  in  direktem  Sinne  um  die  Achse  der  z  zu  drehen, 
bis  OX  mit  OX^  zusammenfällt,  mittels  einer  zweiten  direkten 
Drehung  um  die  Gerade  OXj  bringt  man  die  Ebenen  xy  und 

x' y'  zur  Komcidenz, 
zugleich  fällt  OZ  mit 
OZ'  oder  mit  der  ent- 
gegengesetzten Seite 
von  OZ'  zusammen,  je 
nachdem  die  Systeme 
homolog  oder  sym- 
metrisch sind;  mittels 
einer  dritten  direkten 
Drehung  um  die  ge- 
meinschaftliche ^-A.chse 
bringt  man  endlich 
OX]^  nach  OX'  und 
zugleich  die  beiden 
Systeme  entweder  zur 
Kongruenz  oder  zur  symmetrisch  entgegengesetzten  Lage. 
Diese  Bewegungen  werden  durch  die  sphärischen  Dreiecke 
anschaulich,  welche  entstehen,  wenn  man  aus  dem  gemein- 
schaftlichen Koordinatenanfange   0    als   Mittelpunkt    mit    dem 


Fig.  29. 


Fig.  30. 


Halbmesser  =  1  eine  Kugelfläche  beschreibt  und  die  Koordi- 
natenebenen erweitert,  bis  sie  die  Fläche  in  grössten  Kreisen 
schneiden.  Ist  nämlich  XYZ  das  dem  alten  Koordinaten- 
systeme entsprechende  sphärische  Dreieck,  XYZ'  der  Re- 
präsentant  des  neuen   Systems   und  X^   der  Duvchsclmitt   von 
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XY  mit  XT',  so  ist  XX^  =  z^-,  L  YX,X'=^,  X^X' =  <p; 
nach  der  ersten  Drehung  hat  das  Dreieck  X  YZ  die  Lage  X^  Y^Z, 
nach  der  zAveiten  entweder  die  Lage  XyY.>Z' ,  oder  bei  statt- 
findender Symmetrie  die  Lage  Xj  Y.,Z.,,  nach  der  dritten  Drehung 
ist  es  entweder  mit  X'Y'Z'  zusammengefallen  oder  ihm  sym- 
metrisch entgegengesetzt. 

Die  gt'iiamiten  Bewegungen  lassen  sich  analytisch  mittels 
des  bekannten  Satzes  verfolgen,  dass  zwischen  den  alten  und 
neuen  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  uv  in  der 
Ebene  die  Gleichungen 

u  =  m'  cos  CO  —  v'  sin  (o,         v  =  u'  sin  co  -f-  v'  cos  a 

stattfinden,  in  denen  w  den  Winkel  bezeichnet,  um  welchen 
das  alte  System  tiv  in  direktem  Sinne  gedreht  werden  muss, 
damit  die  positive  Richtung  der  t<- Achse  mit  der  posi- 
tiven Richtung  der  «'-Achse,  und  ebenso  die  positive  Seite 
der  t?-Achse  mit  der  positiven  Seite  der  v'-Achse  zusammen- 
falle. Bei  der  ersten  Drehung  bleiben  die  z  ungeändert,  weil 
OZ  die  feste  Drehungsachse  war;  dagegen  haben  wir,  wenn 
die  Koordinaten  in  Beziehung  auf  die  Achsen  OX^  und  OY^ 
mit  a;^  und  Vi  bezeichnet  werden: 

1 )  X  =  Xy^  cos  xfj  —  iji  sin  4',       2/  =  ^i  ^i^  4'  +  ?/i  cos  ^. 

Nach  der  zweiten  Drehung  haben  die  Koordinatenachsen  die 
Lagen  OX^,  OT^^  OZ',  wobei  wir  homologe  Systeme  voraus- 
setzen; hier  ändern  sich  die  x^  nicht,  dagegen  verwandeln  sich 
y^  und  s  in  y.2  und  ^'';  demnach  ist 

2)  if^  =  y.2  cos  d-  —  s'  sin  Q-,       z  =  ?/o  sin  d-  -{-  z'  cos  Q^. 

Bei  der  dritten  Drehung  bleiben  die  z'  ungestört ;  dagfecjen 
geht  x^  in  x'  und  y.^  in  y'  über,  und  dies  giebt: 

3)  .r^  =  x'  cos  q)  —  y'  sin  cp,       y.^  =  x  sin  ^  -f-  y'  cos  cp. 

Für  symmetrische  Systeme  würden  die  Gleichungen  von  ähn- 
licher Form  sein  und  sich  nur  dadurch  unterscheiden,  dass 
—  z'  an  der  Stelle  von  z'  stünde.  Nach  Elimination  von 
^i>  Vxj  Vi  erhalten  wir  nun  folgende  Formeln  zur  Koordinaten- 
verwandlunsr 


136 


Viertes  Kapitel.    Transformation  der  Koordinaten. 


4) 


^  X  =  a:Ycos  gp  cos  i^  —  sin  cp  sin  ip  cos  d-) 
—  y'  (sin  9  cos  t^  -f"  cos  qp  sin  ^  cos  -9-) 
+  ^'  sin  1^  sin  O-, 

\  y  =  rK'(cos  9?  sin  xp  -\-  'nin  tp  cos  j/>  cos  %) 
cos  9  cos  1^  cos  0-1 


y'  (sin  g)  sin  xp 
z'  cos  1^  siu  -9-, 
z  =  x  sin  g)  sin  -O'  +  ?/'  cos  g?  sin  0-  +  ~    ^*^^  '^5 
darin  beziehen  sich  die  oberen  Vorzeichen  auf  homologe,   die 
unteren  auf  symmetrische  Koordinatensysteme. 

Durch  Vergleichung    der   Formeln   4)    mit    den    früheren 
Formeln  7)  oder  1)  in  §  21  ergeben  sich  die  Beziehungen: 

a  =  cos  (x'x)  =        cos  cp  cos  rp  —  sin  (p  sin  xp  cos  -9-, 

ß  =  cos  (y'x)  =  —  sin  (p  cos  i'  —  cos  cp  sin  il<  cos  d-, 

y  =  COS  (z'x)  =  +  süi  ^  sin  -9-; 

u  =  COS  (x'y)  =       COS  q)  sin  tp  -f"  sin  qo  cos  xp  cos  ■9', 

/3'  =  cos  (i/V)  =  —  sin  g)  sin  xp  -f-  cos  qp  cos  t  cos  9-, 

/  =  cos  (z'y)  =  +  cos  ^  sin  ■9-; 

u"=  cos  (a;'^')  =        sin  cp  sin  '9-, 

/3"=  cos  (y'z)  =       cos  9?  sin  9', 

7"  =  cos  (^'^)  =  +  cos  -9-. 

Man  kann  diese  Relationen  auch   mittels  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie erhalten,  wie  wir  kurz  au  zwei  homologen  Systemen 

mit  Rücksicht  auf  die  vorhin  be- 
nutzte Figur  nachweisen  wollen. 
Li  dem  Dreiecke  XX^X'  kennt 
man  X X^  ^=  xl' ,  X^^  X'  =  cp , 
L  XX,X'  =  180«  —  !&,  mithin 
ist  nach  der  Fundamentalformel 
der  sphärischen  Trigonometrie 
cos  (X'X)  =  cos  (p  cos  xp 

-f-  sin  cp  sin  i-  cos(180*'  —  O'); 
in    dem    Dreiecke    XXjI"    findet 
sich  aus  XX^  =  xp,  X^Y'  =  90«  +  9,  /.  XX^Y' =  IsO"  —  ^, 

cos  ( r'X)  =  cos  (90"  +  9))  cos  ^  +  sin  (;90« + <p)  sin  i^' cos  (1 80"—- &); 


Fig.  31. 
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im  Dreiecke  XX,Z'istXX,=  t,  X,Z'=  90«,  L  XX,Z'=9(f—^, 
mithin 

cos  (Z'X)  =  cos  90°  cos  tp  +  sin  90"  sin  tp  cos  (90°  -—  d-). 

Von  dem  Dreiecke  X^ X'  Y kennt  man  XiX'=  (p,  X^  Y=  90" —  4', 
[_  YXyX'  =  '&•,  man  hat  folglich 

cos  (X'  1^  =  cos  cp  cos  (90"  —  xp)  -\-  sin  (p  sin  (90"  —  ^)  cos  0-; 

im  Dreiecke  X,YY'  ist  X^  Y'  =  90"  +  cp,  X^  Y=  90"  —  j^ 
imd  der  eingeschlossene  Winkel  =  ■9',  also 

cos  (  y  r)  =  cos  (90"  +  cp)  cos  (90"  —  ^) 

+  sin  (90"  +  (p)  sin  (90"  —  i>)  cos  Ö-; 

das  Dreieck  X^YZ'  enthält  XiZ'=90",  Xir=90"  — j^ 
und  L  YX,Z'  =  90"  +  ^  und  giebt 

cos  (Z'  Y)  =  cos  90"  cos  (90"  —  t^) 

+  sin  90"  sin  (90"  —  t^)  cos  (90"  +  d-). 

Weil  ferner  aus  naheliegenden  Gründen  i  X^Z'X'  =  (p  und 
ZZ' =  d-  ist,  so  hat  man  in  dem  Dreiecke  X' Z' Z  die  be- 
kannten Stücke  ZZ'  =  #,  X'Z'  =  90",  L  X'Z'Z  =  90"  —  cp, 
mithin 

cos  (X'Z)  =  cos  d-  cos  90"  +  sin  d-  sin  90"  cos  (90"  —  gj); 

im  Dreiecke  Y' Z' Z  kennt  man  TZ'  =  90",  ZZ'  =  ^, 
L  Y'Z'Z  =  L  X'Z'X^  =  fp^  folglich  ist 

cos  {X'Z)  =  cos  d-  cos  90"  +  sin  d-  sin  90"  cos  (p; 

endlich  hat  man  unmittelbar  wegen  ZZ  =  d" 

cos  {Z'Z)  =  cos  0-. 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  vorigen  für  a,  ß,  y, 
«',  ...  y  überein,  doch  würde  der  Nachweis  ihrer  Allgemein- 
giltigkeit  ein  näheres  und  umständliches  Eingehen  auf  alle 
möglichen  Kombinationen  spitzer  und  stumpfer  cp,  jp,  -O-  er- 
fordern, während  die  erste  Herleitung  von  selbst  völlig  all- 
gemein ist. 

Durch  Substitution  der  Werte  von  «,  ß,  ...  y"  in  die 
Gleichungen  10)  des  vorigen  Paragraphen  ergeben  sich  die 
folgenden  Formeln: 
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5) 


x'  =  X  (cos  9)  cos  ^  —  sin  q)  sin  ip  cos  -O-) 
-j-  y  (cos  ^  sin  ^  -(-  sin  g)  cos  ^  cos  %■) 
-f-  ^  sin  9)  sin  O'; 
y'  =  —  X  (sin  qp  cos  tl)  -\-  cos  9?  sin  ip  cos  -9-) 
—  y  (sin  9)  sin  ■^  —  cos  tp  cos  i/.'  cos  ■O") 
-[-  ^  cos  (p  sin  '&■, 
5f'  =^  +  (ä;  sin  t^  sin  O'  —  y  cos  ^  sin  ■9-  +  -^  cos  -9-), 


welche  den  Übergang  vom  neuen  zu  dem  alten  Systeme 
vermitteln. 

Wir  erwähnen  endlich  noch  einige  besonders  häufig  vor- 
kommende Sonderfälle  der  Gleichungen  4).  Wenn  die  Durch- 
schnittslinie OXy  der  Ebenen  xy  und  x'if  zugleich  die  a; -Achse 
ist,  so  hat  man  ifj  =  0,  mithin 

(X  =  x'  cos  9?  —  y'  sin  cp, 
y  =  x'  sin  9?  cos  &  -}-  y'  cos  9)  cos  -9  ^  ^'  sin  d-, 
3  =  x'  sin  93  sin  ^9  -|-  y'  cos  9?  sin  o)-  +  ^'  ^^^  '^■ 

Wird  die  Linie  OX^  zur  Achse  der  a;'  genommen,  so 
giebt  dies  9)  =  0,  also 

(,/■  =  x'  cos  ^  —  ?/'  sin  ^  cos  -9  +  •^'  ^^^  ^  ^^^^  ^j 
y  ^=  x'  ^m  il)  -\-  y'  cos  ^^  cos  d'^  s'  cos  ^  sin  -9, 
^  =  y'  sin  ^9  +  ^'  cos  -9. 

Von  diesen  Formeln  wird  oft  in  dem  noch  spezielleren  Falle 
Gebrauch  gemacht,  wo  sämtliche  Punkte  des  neuen  Systems 
in  einer  Ebene  liegen,  welche  man  zur  ./'//'-Ebene  wählt; 
es  ist  dann  2'  =  0,   mithin 

X  =  x'  cos  ^  —  ?/'  sin  ip  cos  9-, 
y  =  x'  sin  ^  -\-  y'  cos  ^  cos  -9, 
^'  =  y'  sin^. 

Haben  beide  Systeme  nicht  denselben  Koordinatenanfang,  so 
bezeichne  man  die  ebenen  Koordinaten  von  0'  mit  a  und  h 
und  setze  dann  x  —  a  für  x,  sowie  y  —  h  für  y,  wobei  aber 
nicht  zu  übersehen  ist,  dass  a  und  h  der  Gleichung  von  OX' 
genügen  müssen;   man  hat  jetzt: 
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Fig.  32. 


X  =  a  -\-  x'  COS  if  —  y'  cos  &  sin  ^, 

8)  }  y  :=  h  -\-  x'  sin  i^  -\-  y'  cos  d-  cos  t^, 
z  =  y'  sin  -&•. 

Dieselben  Formeln  können  auch  unabhängig  von  dem 
vorigen  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  ge- 
funden werden.  Ist  nämlich  BX' 
die  Horizontalspur  der  Ebene  BC, 
in  welcher  ein  Punkt  P  liegt,  der 
Winkel  zwischen  OX  und  BX' 
gleich  ^,  der  Neigungswinkel  der 
Ebene  BC  gegen  die  Ebene  xy 
gleich  -ö-;  ferner  O'X'  der  positive 
Teil  der  a;'- Achse  mit  0'  als  An- 
fang der  neuen  rechtwinkligen 
Koordinaten,  so  hat  man  in  der 
ersten  Figur  O'L  =  x',  L'P  =  y', 

z  =  PP'  =  y'  sin  -9-,         L'P'  =  y'  cos  -O-. 
Ferner  ist  in  der  zweiten  Figur,  welche  die  Horizontalprojektion 
der  ersten  darstellt,  LO'L'Q  =  L  L'P'R  =  ip  und 

X  —  rt  =  L'Q  —  L'R  =  x'  cos ip  —  L'P'-  sin i/», 
y  —  1)  =  0'Q-\-  BP'=  x'  sint^  +  L'P'-  cos^, 

woraus  man  vermögt  des  Wertes  von 
LP'  die  obigen  Formeln  erhält.  Siud 
die  Winkel  xjj  und  &  nicht  unmittel- 
bar gegeben  und  ist  dagegen  nur  die 
Gleichung  der  Ebene  BC  bekannt, 
so  bedarf  es  erst  der  Ermittelung 
von  cos  1^,  sin  ^,  cos  &■,  sin  d-.  Sie 
geschieht  auf  folgende  Weise.  Die 
Gleichung  der  Ebene  sei 

9)  Äx  -{-  By  -{-  Cz  =  D, 
mithin  die  Gleichung  ihrer  Horizontalspur: 


A 


Ax  -j-  By  =  D     oder     y  = r>^-\- 


B 


B 


man  hat  nun  erstlich 


tan  (p  =  — 


B 
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folglich,  wenn  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne  genommen 
und  Ä  stets  als  positiv  angesehen  wird, 

cos  t^  = .  ,         sin  ^  ^ 


ferner  hat  man  für  den  Neigungswinkel  0- 


cos  d-  =     .  ,         sm  §■ 


yA^  +  s*  +  C' '  F  ^*  +  J?*  +  c« ' 

mithin  durch  Substitution  der  vier  angegebenen  Werte 

B  , J_C , 

^  ~  ^*        |/Zq^~^  "^         -)/(^«  +  5*)  (^«  -f.  5*  +  (7*)  ^  ' 


10)  . 


^^    ,  A BC ^, 


yA^-\-B^ 

y 


yA^  +  -B*  +  C'ä 
wobei  zu  berücksichtigen  ist,  dass  immer  die  Gleichung 
11)  Aa  -\-  Bh  =  D 

erfüllt  sein  muss.  Nicht  selten  wählt  man  zum  neuen  Koor- 
diuatenanfang  0'  den  Fusspunkt  des  Perpendikels  vom  ur- 
sprünglichen Koordinatenanfang  0  auf  die  Horizontalspur  BX' 
der  gegebenen  Ebene;  für  diesen  Fall  sind  die  Werte  von  a  und  b 
.^.  AD  j  BD 


A^-i-B^'  A-^B- 

Die  Formeln  10)  vermitteln  analytisch  dieselbe  Operation, 
welche  in  der  deskriptiven  Geometrie  als  ümlegung  einer 
Ebene  in  die  Horizontalebene  bekannt  ist. 


Fünftes  Kapitel. 
Die  Cylinderflächen. 


§  23. 


Eutstehung  imd  Grleicliung  der  Cylinderfläclien. 

Wenn  eine  Gerade  so  bewegt  wird,  dass  sie  einer  be- 
stimmten Richtung  parallel  bleibt  und  gleichzeitig  eine  ge- 
gebene einfach  oder  doppelt  gekrümmte  Linie  fortwährend 
schneidet,  so  entsteht  eine  Fläche,  die  im  allgemeinen  eine 
Cylinderfläche  genannt  wird;  die  bewegliche  Gerade  heisst 
ihre  Erzeugungslinie  und  die  Kurve,  an  welcher  letztere 
hingleitet,  die  Direktrix  oder  Leitlinie  der  Fläche.  Durch 
die  Richtung  der  erzeugenden  Geraden  und  durch  die  Direktrix 
ist  die  Natur  der  Fläche  völlig  be- 
stimmt, und  man  kann  daher  die 
Aufgabe  stellen,  aus  jenen  Daten 
die  Gleichung  der  Cylinderfläche  ab- 
zuleiten. 

Wir  betrachten  zunächst  den 
zwar  speziellen  aber  sehr  gewöhn- 
lichen Fall,  wo  die  Direktrix  eine 
ebene  krumme  Linie  ist,  und  nehmen 

ihre  Ebene  zur  Koordinatenebene  xij.  Die  Direktrix  lässt  sich 
dann  als  die  stetige  Folge  der  a;i/-Spuren  aller  erzeugenden 
Geraden,  d.  h.  als  a:?/-Spur  der  Fläche  selbst  ansehen.  Man 
hat  nun  erstens  für  jeden  Punkt  P  einer  zwar  veränderlichen, 
aber  einer  bestimmten  Richtung  parallelen  Geraden  die  Glei- 
chungen 
1)  x  =  Az-\rX^,         y^Bz-^y^, 
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worin  Ä  und  B  die  konstanten  Richtungskoeffizienten,  j-q  und 
I/o  die  veränderlichen- Koordinaten  der  xyS^^ur  der  erzeugenden 
Geraden  darstellen;  weil  ferner  die  genannte  Spur  {Pj  auf 
der  gegebenen  Direktrix  liegen  soll,  so  müssen  Xq  und  iJq 
einer  gegebenen  Gleichung,  nämlich  der  Gleichung  der  Direktrix, 
genügen,  die  durch 

2)  J^(^o,yo)  =  o 

dargestellt  werden  möge.  Aus  den  vorhandenen  drei  Glei- 
chungen ergiebt  sich  eine  einzige  Gleichung  zwischen  x,  y,  z, 
nämlich  die  Gleichung  der  Cylinderfläche,  wenn  man  x^  imd  y^ 
eliminiert;  das  Resultat  dieser  Elimination  kann  in  der  Form 

3)  t{x  —  Az,y  —  Bz)  =  0 
dargestellt  werden. 

Ist  zweitens  die  Direktrix  eine  doppelt  gekrümmte  Kurve, 
so  müssen  zwei  ihrer  Projektionen  gegeben  sein;  nehmen  wir 
hierzu  die  Projektionen  auf  die  xz-  und  y^-Ebene,  so  haben 
wir  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

4)  cp{x,z)  =  0,  i,(y,z)  =  Ö. 

Die  erzeugende  Gerade,  deren  Gleichungen  wiederum 

5)  x  =  äz-\-Xq,        y  =  Bz-\-yQ 

sein  mögen,  schneidet  der  Voraussetzung  zufolge  die  Direktrix 
in  einem  Punkte,  dessen  Koordinaten  x^,  y^,  z^  heissen  mögen 
und  für  welche  die  vier  Gleichungen 

6) 


zusammen  gelten.  Durch  Elimination  von  a\,  y,^,  Zy  folgt 
hieraus  eine  Gleichung  zwischen  Xq  und  y^,  d.  h.  die  Gleichung 
für  die  iCy-Spur  der  Fläche.  Bezeiclinen  wir  diese  Gleichuug 
durch 

7)  F{x„y,)  =  0, 

so  ist  jetzt  die  Sache  wie  vorhin  und  es  ergiebt  sich  wiederum 

8)  F{x  —  Az,y  —  Bz)  =  0 

als  Gleichung  der  Cylinderfläche. 

Beispielsweise  erwähnen  wir  diejenige  Cylinderfläche,  deren 
Direktrix  irgend  eine  Kurve  zweiten  Grades  ist;  als  Gleichung 
der  Leitlinie  haben  wir  in  diesem  Falle 
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9)         ccjy  +  /3y„2  +  2yü-^ijo  +  20^0  +  2£i/o  -f-  x  =  0, 
mithin  als  Gleicliuug  der  entsprechenden  CylinderÜäche  zweiten 
Grades 

a{x  —  Azf  -\-  ßiy-  Bzf  -j-2y{x  —  Äz)  {y  —  Bz) 


^^^   '  -\-2d{x  —  Az)-\-2E{y  —  Bz)-\-K  =  0. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  in  Nr.  8)  entwickelte 
allgemeine  Gleichung  der  Cylinderfiäche  in  dem  Falle,  wo  die 
^-Achse  parallel  zur  Richtung  der  erzeugenden  Geraden  gelegt 
Avird;  man  hat  dann  J.  =  J5  =  0,  folglich 

11)  Fix,  y)  =  0,         {z  beliebig). 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  im  wesentlichen  nicht  von 
jener  der  ebenen  Direktrix;  in  der  That  erhellt  auch  un- 
mittelbar von  selbst,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
jeder  Punkt  auf  der  Cylinderfiäche  liegt,  dessen  xy -Projektion 
der  Direktrix  augehört  und  dessen  z  beliebig  ist. 

Schnitte  der  Cylinderflächen.  Unter  den  verschiedenen 
Lagen,  die  eine  Ebene  gegen  eine  Cylinderfiäche  haben  kann, 
sind  folgende  hervorzuheben.  Die  Ebene  kann  erstens  parallel 
zur  a;y-Ebene  sein;  man  hat  dann  in  Nr.  8)  dem  z  einen 
konstanten  Wert  h  zu  erteilen  und  erhält 

F{x  —  Ah,  y  —  Bli)  =  0] 

dies  ist  aber  wieder  die  Gleichung  7)  in  Koordinaten,  die 
aus  den  alten  durch  Verschiebung  um  die  Strecken  Ah  und 
Bh  hervorgehen.  Daher  folgt:  Alle  parallelen  ebenen 
Schnitte  einer  Cylinderfiäche  sind  kongruent  und 
können  durch  Parallelverschiebung  mit  einander  zur 
Deckung   gebracht  werden. 

Die  Ebene  kann  zweitens  parallel  der  erzeugenden  Geraden 
sein,  also  parallel  der  ^■- Achse,  wenn  wir,  was  jetzt  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  geschehen  kann,  die  Cylinder 
gleichung  in  der  Form  11)  voraussetzen.  Die  Gleichung  der 
Schnittebene  lautet  jetzt 

12)  |-  +  |-  =  1,         (^beliebig) 

und  wemi  wir  sie  mit  der  Gleichung  11)  zusammenhalten,  so 
bekommen  wir  diejenigen  Punkte,   welche   die  Ebene  mit  der 
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Cjliuderfläche  gemein  hat.  Dabei  bleibt  z  immer  beliebig 
und  es  bestellt  daher  die  Reihenfolge  der  gemeinsamen  Punkte 
jedenfalls  in  einer  oder  mehreren  Geraden,  deren  a;?/- Spuren 
durch  die  Gleichungen  11)  und  12)  oder  die  nicht  wesentlich 
davon  verschiedenen 

^(^o,2/o)  =  0,         ^  +  1=1 

bestimmt  werden.  Schneiden  sich  die  durch  vorstehende  Glei- 
chungen ausgedrückten  Spuren  der  Cylinderfläche  und  der 
Ebene  in  einer  Folge  von  Punkten,  so  schneidet  die  Ebene 
die  Cylinderfläche  in  eben  so  viel  Geraden,  welche  der  Richtung 
der  Fläche  parallel  sind;  berühren  sich  jene  Spuren  in  einem 
Punkte,  so  berührt  die  Ebene  die  Cylinderfläche  längs  einer 
Geraden;  haben  endlich  jene  Spuren  keinen  Punkt  gemein,  so 
liegt  die  Ebene  völlig  ausserhalb  der  Cylinderfläche.  Eine 
ganz  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

13)  A^x  +  B^y  +  C>  =  Dl 

sein  möge,  schneidet  im  allgemeinen  die  Cylinderfläche  in 
einer  krummen  Linie.  Die  Projektionen  der  letzteren  erhält 
man  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  13)  mit  der  Gleichung 
der  Cylinderfläche  zusammen  nimmt  und  eriie  der  Koordinaten 
X,  y,  z  eliminiert;  die  Elimination  von  z  giebt  die  Gleichung 
der  ic«/- Projektion  der  Durchschnittslinie,  die  Elimination  von 
y  liefert  die  Gleichung  der  .r^'- Projektion,  die  Elimination 
von  X  die  Gleichung  der  ?/5;-Projektion.  Will  man  dagegen, 
wie  es  in  vielen  Fällen  wünschenswert  ist,  die  Gleichung  der 
ebenen  Durchschnittslinie  selber  haben,  so  bedarf  es  einer 
Transformation  der  Koordinaten,  und  zwar  wählt  man  dabei 
die  schneidende  Ebene  zur  Ebene  der  neuen  xy^  wie  dies  in 
den  Formeln  8)  bis  12)  in  §  22  geschehen  ist;  setzt  man  die 
für  X,  y,  z  dort  angegebenen  Werte  in  die  Gleichung  der 
Cylindei-fläche  ein,  so  erhält  man  augenblicklich  eine  Gleichung 
zwischen  den  neuen  ebenen  Koordinaten  der  Durchschnitts- 
linie, d.  h.  die  Gleichung  der  letzteren.  Hiernach  findet  man 
z.  B.  sehr  leicht,  dass  jeder  Schnitt  einer  Cylinderfläche  zweiten 
Grades  aus  einer  Kurve  zweiten  Grades  besteht. 

Berühruugsebeuen,  Tangenten  und  Normalen  der 
Cylinderflächen.     In    dem   vorigen   liegt    bereits   ein  Mittel 
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zur  Auftiiiduiig  dcrjeiiigfu  El)eiK',  welche  uiiie  gegebene  Cyliiuler- 
fläche  in  eiuem  gegebenen  Punkte  P  berührt.  Man  zieht  nämlich 
die  durch  P  gehende  erzeugende  Gerade,  legt  durch  ihre  :cy- 
Spur  eine  Tangente  an  die  gleichnamige  Spur  der  Fläche  und 
konstruiert  die  Ebene,  welche  jene  Erzeugungslinie  und  diese 
Tangente  enthält:  die  hiermit  bestimmte  Ebene  berührt  die 
Cyhnderfläche  längs  jener  erzeugenden  Geraden.  Jede  durch 
den  Berührungspunkt  der  Tangentialebene  gehende,  in  dieser 
Ebene  selbst  liegende  Gerade  ist  eine  Tangente  der  Cy- 
linderfläche;  die  auf  der  Berührungsebene  in  einem  ihrer 
Berührungspunkte  P  errichtete  Senkrechte  nennt  mau  die 
Normale  der  Fläche  im  Punkte  P. 

Nach    diesen    allgemeinen    Bemerkungen   wollen    wir    den 
elliptischen  Cylinder  genauer  betrachten. 


§  24. 

Der  elliptische  Cyliuder. 

Durchschneidet  man  einen  beliebigen  elliptischen  Cylinder 
mittels  einer  auf  der  Richtung  der  erzeugenden  Geraden  senk- 
rechten Ebene,  so  ist  die  entstehende  Durchsclinittslinie  eine 
geschlossene  Kurve  zweiten  Grades,  d.  h.  eine  Ellipse,  und  es 
kann  daher  jeder  schiefe  elliptische  Cyliuder  auch  als  gerader 
elliptischer  Cylinder  angesehen  werden.  Denken  wir  uns  diesen 
senkrechten  Quersclinitt  als  Direktrix  der  Fläche,  nennen  a  die 
grosse,  h  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse,  und  beziehen  die 
Fläche  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem,  dessen  x- 
Achse  mit  a  und  dessen  y- Achse  mit  h  zusammenfällt,  so  ist 
die  Gleichung  der  Fläche 

1)  |1  +  |:=1,       (,  beUebig). 

Durch  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  legen  wir  ferner 
eine  Ebene,  deren  Horizontalspur  mit  der  a;-Achse  den  Winkel 
ip  einschliessen  und  deren  Neigungswinkel  gegen  die  a' 2/- Ebene 
=  %■  sein  möge;  ihr  Durchscluiitt  mit  der  Fläche  ist  dann  eine 
Kurve,  deren  Gleichung  in  ebenen  Koordinaten  durch  die 
Substitutionen 

Fort  u.  Schlümilch,   anal.  Geöm.  II.  10 
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X  ==  X  cos  i/^  —  y  sin  -^  cos  •9- , 
y  =  X  sin  ^  +  y'  cos  i^  cos  9- , 
0  =  ?/'  sin  -&■ 
erhalten  wird.     Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

\—^  +  -^^j  ^  -  +  2    ^^,^^,    COS  ^  sm  tco^&-xy 
+  (^^  +  -V   jcos-^.i/-=l, 

also  im  allgemeinen  immer  eine  Ellipse.  Von  Interesse  ist 
dabei  die  Untersuchung,  ob  die  fragliche  Ellipse  nicht  unter 
Umständen  zu  einem  Kreise  werden  könnte,  in  welchem  Falle 
die  Gleichung  zu  der  Form 

gelangen  müsste.  Hierzu  würden  nun,  da  a^h  und  cosO- 
im  allgemeinen  von  Null  verschieden  ist,  die  folgenden  Be- 
dingungen erforderlich  sein: 

cos  i/;  sin  ^  =  0 , 
cos-1/»     ,    sin-ti)         /sin-ii)     ,    cos-tpX         .•>  _  1 

-^  +  -b^=  [-^  +  -H  ^^^-^  =  7^  5 
daraus  folgt  entweder 

cos  1^  =  0 ,    mithin    sin  ^  =  1    und    cos-  §■  =  -^ , 

oder  ,  j 

sin^  =  0,         „         cosi^  =  1       „      cos-9-^-^- 

Die  erste  dieser  Grieichungen  ist  wegen  j- >  1  unmöglich,  da- 
gegen liefert  die  andere  zwei  Beantwortungen  der  Frage, 
Diämlich 

cosO'  =  4-  und     cos -9"  = 

'      a  a 

Jeder  elliptische  Cylinder  lässt  sich  also  auf  zwei  verschiedene 
Arten  in  Kreisen  durchschneiden  und  kami  daher  auf  doppelte 
Weise  als  schiefer  Kreiscylinder  betrachtet  werden.  Bemerkens- 
wert ist  dabei,  dass  der  Neigungswinkel  der  Blreisebeue  gegen 
die  a;?/-Eberie  mit  dem  Winkel  übereinkommt,  unter  welchem 
die  Excentricität  der  Ellipse,  vom  Endpunkte  der  kleineu 
Halbachse  aus  gesehen,  erscheint. 
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Ni'limeii  wir  die  Ebfiic  eines  der  Kreisschiiitte  als  neue 
xy-Ehene  und  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Anfangspunkte 
eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems,  so  ist  die  Gleichung 
der  Horizontalspur,  die  wir  jetzt  auch  als  Direktrix  betrachten 
können, 

^o'  +  !/ol=  ^' ; 

wir  l)ezeichnen  ferner  mit 

x  =  Az  und  y  =  Bz 
die  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche  durch  den  Kreis- 
mittelpunkt parallel  zu  den  erzeugenden  Geraden  liegt  (der 
sogenaimten  Cylinderachse)  und  haben  jetzt  als  Gleichung 
des  schiefen  Kreiscyliuders  oder  des  ursprünglich  elliptischen 
Cylinders 

2)  {x  —  Azf  +  iy  —  Bzf  =  r^ . 

Um  die  Natur  des  Durchschnittes  beurteilen  zu  können, 
welchen  irgend  eine  Ebene 

3)  Ä,x  +  n.y  +  C\z  =  I), 

mit  dem  vorigen  Cylinder  bildet,  erörtern  wir  zuerst  den  Fall, 
wo  die  genannte  Ebene  zur  Berührungsebene  wird.  Hierzu 
gehört  erstens,  dass  die  Ebene  parallel  zur  Richtung  der  er- 
zeugenden Geraden  (oder  der  Cylinderachse)  liegt,  was  durch 
die  Bedingungsgleichung 

4)  ÄÄ^  +  BB^  +  C\  =  0 

ausgedrückt  wird;  zweitens  ist  erforderlich,  dass  die  Horizontal- 
spur der  Ebene  die  Horizoutalspur  der  Cylinderfläche  berühre. 
Die  Gleichungen  der  beiden  genannten  Spuren  sind 
A^x -\-  B^y  ^  D^ ,         x^  -j-y'  =  r^ , 

und  die  Bedingung  der  tangentialen  Lage  der  Geraden  gegen 
den  Kreis  wird  durch  die  Gleichung 

5)  (J,^  +  5,^)r-^  =  A^ 

ausgedrückt,  wie  man  u.  a.  durch  die  Bemerkung  finden  kann, 
dass  die  Entfernung  der  Geraden  vom  Koordinatenanfange  gleich 
dem  Radius  des  Kreises  sein  muss.  Sind  nun  die  Bedingungen 
4)  und  5)  gleichzeitig  erfüllt,  so  berührt  die  Ebene  den  Cylinder 
längs  einer  Geraden;  ist  nur  die  erste,  nicht  aber  die  zweite 
Bedingung  erfüllt,    so    hat   die  Ebene   mit  der   Cylinderfläche 

10* 
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entweder  zwei  oder  gar  keine  Gerade  gemein;  ist  endlicli  auch 
die  Bedingung  4j  nicht  erfüllt,  so  schneidet  die  Ebene  die 
Cylinderfläche  in  einer  Ellipse,  die  im  besonderen  Falle  auch 
zu  einem  Kreise  werden  kann. 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  dienen  zur  Lösung  der  Auf- 
gabe, „durch  einen  gegebenen  Punkt  x^y^z^  eine  Berührungs- 
ebene an  die  Cylinderfläche  zu  legen".     Nennen  wir 

oder  kürzer 

6)  Ll  +  Mi^  +  yi=l 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,   so  haben  wir  erstens  als 

Bedingung,  dass  sie  durch  den  Punkt  x^y^z^  g^lit, 

Lx^  +  My^  +  Xz^  =  1 , 

ferner  als  Bedingungen  der  Berührung  mit  der  Fläche 

AL  +  BM+N=(), 

{V  +  M-)  r-        =  1 . 

Durch  Auflösung   dieser  Gleichungen   ergeben  sich   die  Werte 


r  {cc. 

-  ^~^i)  +  Ö/x  -  J5z,)  Vix,  -  Az,r-  +  {y,  - 

-Bz^y-—r*- 

r\{x^- AzS-  -\-  {y,-Bz,r-\ 

riVi 

-Bz,)^  {x^  -  Az,)  V{x,  -Az,Y  +  (y,  - 

-Bz,r--r'- 

^^  r[{x,-Az,Y  +  (y,-Bz,r-] 

N=  —  (AL-\-jBM). 
Man  erkennt  hieraus,  dass  keine  Berührungsebene  möglich  ist, 
wenn 

(x,  -  Äz,Y  -f  C'/i  -  ^-'if  < '", 

d.  h.  wenn  sich  der  Punkt  a\  y^  z^  innerhalb  des  von  der 
Cylinderfläche  umschlossenen  Raumes  befindet,  dass  zweitens 
eine  einzige  Tangentialebene  existiert,  wenn 

{x,-Äz,f  +  {y,-Bz,y  =  r^-, 
in    welchem    Falle    der   Punkt   x^y^z^    auf   der   Cylinderfläche 
selber  liegt,   und   dass  drittens  zwei  verschiedene  Berühi-uugs- 
ebeuen  möglich  smd,  wenn 

(Xj_  —  Azj-  -f  (?/i  —  BzJ'  >  r, 
d.  h.  wenn  der  Punkt  x^y^z^  sich  in  dem  von  der  Fläche  aus- 
geschlosseneu Kaume  befindet.    Schreiben  wir  im  zweiten  Falle 
einfach   x,  y,  z  für  ;?\,  y^,  -?^,   so  sind  die  obigen   Werti- 
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uml  mithin  laiitot  die  Gleichung  der  Beriihrungsebene 
7)   {x—Az)i-^  iy—Bz)n  —  \A(x—Az)  +  B{j)-Bz)'\l^r\ 
wobei  nicht  zu  übersehen  ist,  dass  hier  x,  y,  z  unveränderlich 
sind,   Avenn   |,  t^,  ^  sich  ändern. 

Als  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche  die  Be- 
rührungsebene im  Punkte  xyz  senkrecht  schneidet,  findet 
man  noch 

^   i  [A{x-Az)  +  B{y-Bz)^  (^-y)  +  {v  Sz)  (^-z)  =  0 ; 

dies  sind  die  Gleichungen  der  im  Punkte  xyz  auf  der  Cylinder- 
fläche  errichteten  Normalen. 


Sechstes   Kapitel. 
Die  Kegelflächen. 


§25. 

Entstellung  und  Gleichung  der  Kegelflächen. 

Wenn  eine  Gerade  so  bewegt  wird,  dass  sie  einerseits 
immer  durch  einen  bestimmten  festen  Punkt  geht  und  anderer- 
seits eine  gegebene  einfach  oder  doppelt  gekrümmte  Linie 
fortwährend  schneidet,  so  entsteht  eine  sogenannte  Kegel- 
fläche; der  feste  Punkt  heisst  der  Mittelpunkt,  die  be- 
wegliche Gerade  die  Erzeugung slinie  und  die  feste  Kurve 
die  Direktrix  oder  Leitlinie  der  Fläche.  Man  muss  sieh 
dabei  die  erzeugende  Gerade  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Aus- 
dehnung vorstellen,  und  es  hat  dies  zur  Folge,  dass  jede  Kegel- 

iläche  aus  zwei  unendlichen  symmetrisch 
gleichen  Teilen  besteht,  die  sich  im 
Mittelpunkte  vereinigen.  Lässt  man 
den  Mittelpunkt  der  Fläche  unendlich 
weit  von  der  Direktrix  wegrücken,  so 
degeneriert  die  Kegelfläche  in  eine 
Cylinderfläche  und  es  kann  daher  diese 
als  spezieller  Fall  von  jener  gelten. 

Wie  aus  der  Entstehungsweise  der 
Keo-elfläche  hervorgeht,  ist  letztere  be- 
stimmt,  sobald  der  Mittelpunkt  und 
die  Direktrix  ihrer  Lage  nach  gegeben 
sind;  dies  giebt  Veranlassung  zu  der  Aufgabe,  aus  den  ge- 
nannten Daten  die  Gleichung  der  Kegelfläche  herzuleiten. 

Wir  betrachten  zunächst  den  zwar  spezieHen,  aber  sehr 
gewöhnlichen  Fall,    wo    die  Direktrix   eine    ebene  Kurve    ist 
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ihre  Ebene  nehmen  wir  zur  Ebene  xy  und  bezeichnen  die 
Koordinaten  des  Mittelpunktes  mit  /,  //,  h.  Die  Gleichungen 
irgend  einer  durch  den  Punkt  fuh  gehenden  Geraden  können 
jetzt  unter  der  Form 

X  —  f=M  (z  —  h) ,         y  —  ,,  =  N{z  —  h) 
dargestellt  werden   und  dabei  sind   die  Koordinaten  Xq  und  y^ 
ihrer  .r?/-Spur  durch  die  Formeln 

x,-f=-  Mh,         y,  -[/  =  -  Nh 
bestimmt.     Die  Elimination  von  M  und  N  giebt 

1)  X-f=-"^{z-h),  y-y  =  -'-l^^,-h) 

als  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  Punkte  fgh  und  x^yQ 
verbindet.  Soll  diese  Gerade  mit  der  erzeugenden  Geraden 
(in  irgend  einer  ihrer  Lagen  gedacht)  identisch  sein,  so  muss 
der  Punkt  x^y^  der  Direktrix  angehören,  deren  Gleichung  durch 

2)  l{x^,y,)  =  0 

dargestellt  werden  möge.  Nach  Elimination  von  Xq  und  y^ 
aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  ergiebt  sich  nun  eine  einzige 
Gleichung  zwischen   x,  y,  z,  nämlich 

3)  H^^'     "^1  =  0 

und  diese  ist  die  Gleichung  der  Kegelfläche. 

Eine  doppelt  gekrümmte  Direktrix  stellen  wir  durch  zwei 
Gleichungen  dar,  indem  wir  sie  auf  die  Ebenen  xz  und  yz 
projiziert  denken;  die  betreffenden  Gleichungen  mögen  sein 

4)  (p{x,z)  =  0,         ^{y,z)  =  0. 

Den  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden  geben  wir  wieder 
die  Form 

•     X-f=-''~^{z-h),  y-g  =  -^I^{z-h) 

und  nennen  x^^y^z-^  den  Punkt,  in  welchem  sie  die  Direktrix 
schneiden.  Für  die  Koordinaten  dieses  Punktes  gelten  zu- 
sammen die  Gleichuno-en 
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eliminiert  man  aus  ihnen  x^,  y^,  z^,  so  bleibt  eine  Gleichimg 
zwischen  Xq  und  y^  übrig,  d.  h.  die  Gleichung  der  a;7/-Spur 
der  Fläche. 

Bezeichnen  wir  die  so  entstandene  Gleichung  mit 

F{xQ,y^)  =  0, 

so  ist  die  Sache  ganz  wie  vorhin  und  es  ergiebt  sich  wiederum 

\  z  —  /«'        z  —  hl 
als  Gleichung  der  Kegelfläche. 

Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  kann  man  zunächst 
die  ^- Achse  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  legen,  es  ist 
dann  /"=//  =  0,  folglich 

verschiebt    man    nachher   den  Anfangspunkt    der  Koordinaten 
in   den  Mittelpunkt,   indem  man   z  für  h  —  z   setzt,    so   wird 
noch  einfacher 
6)  f('-^,    ^)^0. 

Beispielsweise  betrachten  wir  den  schiefen  KreiskegeL 
Das  Koordinatensystem  sei  rechtwinklig,  r  der  Halbmesser 
der  Direktrix,  die  Koordinaten  des  Kreismittelpunktes  mögen 
j9  und  q  heissen,  der  Mittelpunkt  des  Kegels  liege  auf  der 
;2!- Achse,  die  Direktrix  in  der  a;^- Ebene;  die  Gleichung  der 
Leitlinie  ist  in  diesem  Falle 

(Xo—pf  +  {ijQ  —  qf  =  r\ 
mithin  die  Gleichung  der  Kegelfläche 

(^-py+(Ä-^r='=- 

Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Fläche  zum  Koordinaten- 
anfang, so  dass  nun  die  Direktrix  in  der  Entfernung  h  parallel 
zur  neuen  xy-^hene  liegt,  so  ist  noch  einfacher 

die  Gleichung  der  Fläche. 

Wenn  man  in  Gleichung  G)  die  in  den  Neunern  stehenden 
Potenzen  von  z  wegschafft,  so  erhält  man  aus  einer  algebraischen 
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Gleichung  F(2'f,,y^^  =  0  eine  homogene  Gleichung  in  x,y,z, 
d,  i.  in  allen  Gliedern  der  Gleichung  haben  die  Exponenten 
der  Koordinatenfaktoren  dieselbe  Summe.  Ist  z.  B.  FCr„?/„) 
eine  Funktion  zweiten  Grades  in  allgemeiner  Form 

so  erhält  man 

Ah^x"  +  2B1i'-xy  +  Cli'f  +  2D/<ii;^  +  'iEhvz  +  Fz'  =  0, 

und  diese  ist  in  jedem  Gliede  vom  zweiten  Grade. 

Umgekehrt  erkennt  man  leicht,  dass  jede  homogene 
Gleichung  in  x,  y,  z  einen  Kegel  bedeutet,  der  den 
Ursprung  zur  Spitze  hat.  Denn  setzt  man  z.  B.  in  der 
homogenen  Gleichung  2.  Grades 

7)  Ax''  +  2Bxy  H \.Fz''  =  0 

an  Stelle  von  x,  y,  z  die  Werte  nx,  ny,  nz,  so  erhält  jedes 
Glied  der  linken  Seite  den  Faktor  U'-,  wird  also  7)  durch 
einen  Punkt  P  erfüllt,  so  genügt  7)  auch  jeder  Punkt  mit 
nmal  so  grossen  Koordinaten,  d,  i.  jeder  beliebige  Punkt  der 
Geraden  OP. 

Schnitte  der  Kegelfläche.  Bei  der  Erörterung  der 
verschiedenen  Lagen  einer  Ebene  gegen  eine  Kegelfläche  unter- 
scheiden wir  die  beiden  Hauptfälle,  ob  die  Ebene  durch  den 
Mittelpunkt  der  Kegelfläche  geht  oder  nicht.  Findet  das  erste 
statt,  so  geben  die  a;y-Spuren  der  Fläche  und  der  Ebene  ein 
leichtes  Mittel  an  die  Hand,  um  die  Natur  des  Durchschnittes 
beider  Gebilde  kennen  zu  lernen.  Es  kann  nämlich  die  Spur 
der  Ebene  die  Spur  der  Fläche  entweder  in  gewissen  Punkten 
schneiden,  oder  in  einem  Punkte  berühren,  oder  keinen  Punkt 
mit  ihr  gemein  haben;  im  ersten  Falle  schneidet  die  Ebene 
die  Fläche  in  eben  so  viel  erzeugenden  Geraden,  im  zweiten 
Falle  berührt  die  Ebene  die  Fläche  längs  einer  erzeugenden 
Geraden,  im  dritten  Falle  hat  die  Ebene  ausser  dem  Mittel- 
punkte der  Kegelfläche  keinen  weiteren  Punkt  mit  letzterer 
gemein.  Wenn  dagegen  die  Ebene  nicht  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kegelfläche  geht,  so  wird  sie  diese  im  allgemeinen 
in  irgend  einer  krummen  Linie  schneiden.  Die  Projektionen 
der  letzteren  findet  man  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der 
Kegelfläche  mit   der  Gleichung  der  Ebene  verbindet  und   eine 
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der  Koordinaten  x,  y,  z  eliminiert;  die  Elimination  von  z  giebt 
die  Gleichung  der  a;?/-Projektion  der  Durch.selinittslinie,  die 
Elimination  von  y  liefert  die  Gleichung  der  a:^;-Projektion,  die 
Elimination  von  x  die  Gleichung  der  «/^-Projektion.  Will 
man  die  Gleichung  der  ebenen  Durchschnittslinie  selber  haben, 
so  bedarf  es  einer  Änderung  der  Koordinaten,  und  zwar 
wählt  man  dabei  die  schneidende  Ebene  zur  Ebene  der  neuen 
xy,  wie  dies  in  den  Formeln  8)  bis  12j  in  §  22  angegeben 
ist.  Nach  diesen  Bemerkungen  findet  man  z.  B.  leicht,  dass 
der  Schnitt  jeder  Kegelfläche,  deren  Direktrix  eine  Kurve 
zweiten  Grades  ist,  Aviederum  eine  Linie  desselben  Grades 
darstellt. 

Berühruugsebenen,  Tangenten  und  Normalen  der 
Kegelflächen.  In  dem  vorigen  liegt  bereits  das  Mittel  zur 
Konstruktion  derjenigen  Ebene,  welche  eine  gegebene  Kegel- 
fläche in  einem  bestimmten  Punkte  P  berührt.  Man  zieht 
nämlich  die  durch  P  gehende  erzeugende  Gerade,  legt  durch 
ihre  a;i/-Spur  eine  Tangente  an  die  gleichnamige  Spur  der 
Fläche  und  konstruiert  die  Ebene,  welche  jene  Eiveugungs- 
linie  und  diese  Tangente  enthält;  die  hiermit  bestimmte  Ebene 
berührt  die  Kegelfläche  längs  der  genannten  erzeugenden 
Geraden.  Jede  durch  einen  Berührungspunkt  gehende  in  dieser 
Ebene  liegende  Gerade  ist  eine  Tangente  der  Fläche:  die 
auf  der  Berührungsebene  in  einem  ihrer  Berührungspunkte 
errichtete  Senkrechte  nennt  man  die  Normale  der  Fläche  in 
diesem  Punkte. 

§  1^0. 
Der  Kegel  zweiten  Grades. 

Wir  betrachten  hier  einen  Kegel  zweiton  Grades  und  machen 
die  besondere  Voraussetzung,  dass  die  Spitze  im  Ursprünge 
liegt,  und  dass  der  Kegel  durch  jede  der  drei  Koordinaten- 
ebenen  symmetrisch  geteilt  wird,  dass  also  die  Gleichung  des 
Kegels  homogen  vom  zweiten  Grade  ist  und  nur  die  Quadrate 
der  Koordinaten  enthält,  daher  die  Form  hat 

Ax^  ^  By-  -\-  Cz-  =  0. 
Da  nicht  alle  Glieder  gleiches  Vorzeichen   haben   kiumen,  so 
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müssen  zwei  ^leiclies  Zeiclien  haben,  das  dritte  das  entgegen- 
gesetzte. Ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  können 
wir  Ä  und  B  positiv,  C  negativ  annehmen;  demgemäss  geben 
wir  der  Gleichung  die  Form 


1)  ^:+f:- 


Im  Hinblicke  auf  die  Linien  zweiten  Grades  kann  hier  be- 
reits die  Frage  auftauchen,  ob  es  ausser  diesem  noch  andere 
Kegel  zweiten  Grades  giebt,  die  nicht  drei  auf  einander  senk- 
rechte Symmetrieebeneu  haben;  diese  Frage  wird  erst  später 
bei  Gelegenheit  allgemeiner  Untersuchungen  über  die  Flächen 
zweiten  Grades  entschieden  werden  und  zwar  in  dem  Sinne, 
dass  jedem  Kegel  zweiten  Grades  drei  auf  einander  senkrechte 
Symmetrieebenen  zukommen.  In  diesem  Abschnitte  wollen 
wir  uns  damit  begnügen,  aus  der  einfachen  Form  1)  der  Kegel- 
ffleichuno-  einio-e  besonders  nahe  lieo-ende  Schlussfolgeruno-en 
zu  ziehen. 

Der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  rr^-Ebene  besteht 
aus  zwei  Geraden,  deren  Gleichungen  lauten 


y-o,    (-^y  =  (^r^ 


der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  y^-Ebene  besteht  gleich- 
falls aus  zwei  durch  die  Gleichungfen 


o>  iif-i^ 


bestimmten  Geraden.     Mau  erkennt  hieraus  die   geometrische 

Bedeutung  der  Verhältnisse   —  und  -7- ;    es   ist  nämlich  —    die 

Cotangente    des   Winkels    AOZ,    welchen    die    a:^-Spur    der 

Fläche  mit  der  ^- Achse  einschliesst,  ebenso  -j-  die  Cotangente 

des  Winkels  JBOZ  zwischen  der  ?/0-Spur  der  Fläche  und  der- 
selben Achse.  Bezeichnen  wir  die  genannten  Winkel  mit  \a 
und  ß,  so  können  wir  der  Gleichung  2)  die  Form 

2)  X-  cot^  ci  -}-  y'^  cot-  ß  =  s- 

erteilen,  die  in  manchen  Fällen  bequemer  ist. 

Schneidet  man  den  Kegel  durch  eine  Ebene,  deren  Gleichung 
£  =  c  ist,  so  ist  die  Projektion  des  Schnittes  auf  die  .T^-Ebene 
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dem  Schnitte  selbst  kongruent;  seine  Gleichung  ergiebt  sich, 
wenn  man  in  der  Kegelgleichung  z  durch  c  ersetzt,  ist  also 
die  Ellipse 

3) 


+  ^-1  =  '^- 


Hiemach  kann   der  Kegel   als    gerader  Ellipsenkegel    auf- 
gefasst  werden. 

Ist  dagegen  die  Schnittebene  zu  einer  der  andern  Koordi- 
natenebenen parallel,    hat   sie   z.  B.   die   Gleichung  y  =  h,    so 

hat    die    Projektion  des    Schnittes 
auf  die  ^^-Ebene  die  Gleichuucr 


Fig.  36. 


4j  ",     +    l_-\=:0, 

ist  also,  wie  der  ihr  kongruente 
Schnitt,  eine  Hyperbel.  Man 
kann  also  den  Kegel  ebenso  gut 
als  geraden  Hyperbelkegel  be- 
zeichnen. 

Eine  durch  die  Gleichung 
Ax  -\-  By  -\-  C3  =  D 
charakterisierte  Ebene  schneidet  die  Kegelfläche  in  einer  Kurve, 
deren  Horizontalprojektion   durch  Elimination  von  z  gefunden 
Avird;  die  betreffende  Gleichung  lautet: 

Man  erkennt  hieraus,  dass  die  Horizontalprojektion  des  Schnittes, 
mithin  auch  letzterer  selbst,  eine  Linie  zweiten  Grades  ist. 
Setzen  wir  zunächst  D  ^  0  voraus,  in  welchem  Falle  die 
Ebene  nicht  durch  den  Kegelraittelpunkt  (Koordiuatenanfang) 
geht,  so  entscheidet  sich  die  Xatur  des  Durchschnittes  nach 
der  bekannten  Regel,  dass  die  Gleichung 

Ä,x'  +  I>\y-'  +  2  (\xy  +  2D,x  +  '2i:,y  +  F,  =  0 
eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  charakterisiert,  je  nachdem 
der  Ausdruck 

negativ,  positiv  oder  gleich  Null  ist.     Durch  Anwendung  auf 
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die  Gleichung-  ;">)  folgt  der  Satz:    der  Durchschnitt  der  Ebene 
mit  der  Keirelflüche  ist 


eine  Ellipse      für 
„     Hyperbel    „ 
„      Parabel       „ 

immer    7)  ^  0   vorausgesetzt. 


Fig.  37. 


A-^cr  +  B-h-  <  r'2c2, 
^{"(r  +  B'Jr  >  C-r, 
A'a-  -j-  B-h-  =  C'c', 

—    Lassen    wir    zweitens    D    in 

Null  übergehen,  so  reduziert  sich  im  ersten  Falle  die  Ellipse 
auf  einen  blossen  Punkt  und  die  Ebene  hat  dann  mit  der 
Kegeltiäche  nur  den  Kegelraittelpunkt  gemein;  im  zweiten 
Falle  degeneriert  die  Hyperbel  zu  zwei  Geraden;  im  dritten 
Falle  verwandelt  sich  die  Parabel 
in  eine  Gerade  und  die  Ebene  be- 
rührt die  Kegelfläche  längs  dieser 
Geraden. 

Um  die  Gleichung  der  Durch- 
schuittslinie  selber  zu  erhalten, 
nehmen  wir  die  Schnittebene  FGH 
zur  Ebene  x'ij'  eines  neuen  Koordi- 
natensystems; die  Strecke  OG, 
welche  die  Ebene  von  der  y- Achse 
abschneidet,  heisse  g,  der  Anfangspunkt  der  neuen  Koordi- 
naten sei  G,  ferner  GF  die  Achse  der  positiven  x,  L  GFO^^^i) 
und  der  Neigungswinkel  HJK  der  Ebene  gegen  die  a;f/-Ebene 
=  %-.     Wir  haben  jetzt  nach  den  Formeln  8)  in  §  22: 

X  =  x  cos  ^'  —  y  sin  i\)  cos  -9- , 

y  =^  (J  -\-  X  sin  t\)  -\-  y  cos  ^'  cos  0- , 
s  =  y  sin  xt , 

mithin    durch   Substitution   in  die   Gleichung  1)    und  bei   ge- 
höriger Anordnung 

' (cos- ip        sin-i/)\     ,.,    .     l  fsia-ip    ,    cos-i/)\        .,  „         sin^-ö-l    ,., 
[-^  +  ~j^)^-+  i[-^  +  -^)cos-&-^^\y~ 

b-)  sin  tf)  cos  ip  cos  0" 


6) 


+  2^ 


a^b' 


xy 


_,     jj  gf  sin  i/>    ,  j^  -j  gf  cos  1/)  cos  0-    , 
-T  ^—yT-^   -f-  ^  p  y 


+  ^  =  0. 
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Hieraus  lassen  sich  nach  bekannten  Methoden  die  Achsen 
des  Schnittes  ihrer  Lage  und  Grösse  nach  be.stimmen,  wobei 
wir  nicht  weiter  verweilen  wollen.  Von  Interesse  ist  nur  noch 
die  Frage,  ob  die  durch  Nr.  6)  dargestellte  Kurve  nicht  unter 
Umständen  zu  einem  Kreise  werden  kann.  Hierzu  würden  die 
Bedingungen 

8)  («^  —  1-)  cos '9'  cos il;  sintp  =  0 

gehören,  von  denen  die  letzte  wegen  der  Voraussetzung  a  >  6 
nur  durch 

d-  =  90''     oder     t  =  90"     oder     ip  =  0« 

erfüllbar  ist.     Für   d-  =  90"  liefert  die  Gleichung  7) 

/cosi/i\2         /sini/jV-  1 

\är)   '  \~v)  ^~  v- 

also   ein   unmögliches  Resultat;  für  ■^  =  90"  wird  aus  Nr.  7) 

1  cos^-ö-         sin-'9-         ,  .     -  c  "l/fc*  —  a* 

—  oder     sm  O'  — 


mithin  0"  imaginär   (wenn  &  <  «);   endlich  für  xp  =  0   ergiebt 
sich  aus  Nr.  7) 


^..N  1  cos^'9-         sin*  ■9'         ,  .     .  cVa'  —  h- 

9)  -^  == -— ^ r—     oder    smO-  =  —  , 

^  «-  ö*  c*  al/i,s  _|_  c* 

Giebt  man  dem  für  sin^  erhaltenen  Werte  die  Form 


sm  -9-  =  -^— - 


so  erscheint  sint>  als  Produkt  zweier  echten  Brüche,  mithin 
ist  der  Wert  von  sin-S-  ein  echter  Bruch,  folglieh  0-  immer 
möglich  und  zwar  zweideutig,  weil  man  dafür  ebensowohl 
einen  spitzen  als  einen  stumpfen  Winkel  nehmen  kann.  Dem- 
nach wird  der  Kegel  durch  zwei  Systeme  von  Ebenen  in 
Kreisen  geschnitten;  alle  diese  Ebenen  sind  der  j;- Achse 
parallel  und  bilden  mit  der  a*?/- Ebene  gleiche  Winkel  ent- 
weder nach  der  positiven  oder  nach  der  negativen  Seite  der  z 
hin.  Stellt  man  die  Gleichung  einer  der  a:-Achse  parallelen 
Ebene  in  der  Form 
10)  Ihi  +  C:  =  7) 
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dar,  so  bestimmt  sich  ihr  Neigungswinkel  gegen  die  a;?/-Ebene 
durch  die  Formel 

cos^  d-  =  ^,,    ^g     oder     sin-  &  =  ^^       ^^ ; 

durch  Substitution  des  letzteren  Ausdrucks  folgt  aus  Nr.  9), 
dass  die  Ebene  10)  die  Kegelfläche  in  einem  Kreise  schneidet, 
wenn  die  Bedingung 

erfüllt  ist. 

Wir  lösen  endlich  noch  die  Aufgabe,  „durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  u\  ijy  z^  eine  Berühruugsebene  an  den  Kegel 
zweiten  Grades  zu  legen".  Da  die  gesuchte  Ebene  jedenfalls 
durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  gehen  muss,  so  ist  ihre 
Gleichung  von  der  Form 

ferner  haben  wir,  weil  diese  Ebene  durch  den  Punkt  x^y^s^ 
gehen  soll 

endlich  wegen  der  verlangten  Berührung 
^-a-  +  B'h''  =  C'c'. 
Einfacher  werden  diese  Gleichungen,  wenn  wir 

^  =  21         -^  =^  N 
C  '         c 

setzen;  die  Gleichung  der  Berührungsebene  ist  dann 

12)  M^-\-Nr}-\-t  =  0 

und  darin  gelten  für  M  und  N  die  Bedingungen 

Mx,  +  Xy,-\-z,  =  0, 
M-cr  +  N-h-        =  c\ 
Aus  diesen  Gleichungen  findet  sich 


b^Xj^'  -f-  ^^Vi^  ' 

^ —  O'^yih  ib  x^'yb^c^x.^--\-  a^c^y^'  —  a-b'Zi^ 

Demnach  sind  zwei  berührende  Ebenen,  eine  Tangentialebene, 
oder  keine  derartige  Ebene  möglich,  je  nachdem 
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oder 

d.  h.  je  nachdem  der  Punkt  cc^y^^s^  ausserhalb,  auf  oder  inner- 
halb des  von  der  Ket^elfläche  umschlossenen  Raumes  liec't. 
Schreiben  wir  im  zweiten  Falle  x,  y,  z  für  x^,  y^,  z^,  so  ist 

—  ^  I  +  S^  ^  +  ^  =  0 
oder  symmetrischer 

13)  ^,i  +  ln-lA 

die    Gleichung    der    durch    den    Punkt    xyz    der    Kegelfläche 
gehenden  Berührungsebene. 
Hieraus  findet  man  leicht 

14)  l-,:  =  -p^ii-,),        ,;_,,  =  _g(e_,) 

als  Gleichungen  der  im  Punkte  xyz  auf  der  Kegelfläche  er- 
richteten Normalen. 

§  27. 

Der  Kegel  zweiten  Grades  als  schiefer  Kreiskegel. 

Nimmt  mau  irgend  einen  Kreisschnitt  des  Kegels  als 
Direktrix,  so  kann  der  Kegel  auch  als  schiefer  Kreiskegel 
angesehen  werden,  wodurch  die  Formeln  eine  andere  Gestalt 
bekommen.  Die  Ebene  eines  Kreisschnittes  wählen  wir  zur 
a;?/-Ebene  eines  neuen  rechtwinkligen  Koordinatensvstemes, 
dessen  Anfang  im  Mittelpunkte  des  Kreisschnittes  liegen  möge; 
die  Gleichung  der  Direktrix,  welche  gleichzeitig  die  Horizontal- 
spur des  Kegels  bildet,  ist  jetzt 

^o"  +  ?/o"  =  '•'• 
Bezeichnen   wir   ferner    mit   a,   h,   c   die   Koordinaten    der 
Kegelspitze,  so  sind  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden 

x  —  a  =  —  ^-^-(z  —  c),        p  —  h  =  —  ^^——^z  —  c): 

durch  Elimination  von  .r^^  und  //^,  erglebt  sich 
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1)  (ciz  —  cxf  -\-  (hz  —  cyf  =  r'^iz  —  cf 
als  Gleichung  der  Kegelfläclie. 

Ihr  Durchschnitt  mit  einer  beliebigen  durch  die  Gleichung 

2)  '  Ax  +  By  +  Cz  =  D 
repräsentierten    Ebene    ist    eine   Linie    zweiten    Grades,    deren 
Horizontalprojektion    sich    durch    Elimination  von   z    aus    den 
Gleichungen   beider  Flächen  bestimmt;   die  Gleichung   der   er- 
wähnten Horizontalprojektion  ist  von  der  Form 

n)       A.x''  +  B,f  +  'iC.xy  +  'lJ),x  +  2E^y  +  7^^  =  0 
und  darin 

A^  =  {Aa  +  CcJ  +  A"-  (h'  —  7") , 

B,  =  {Bh  +  Cef  +  B'(a'"  —  r'), 

d  =  (Aa  +  Cc)  Ba  +  {Bh  +  Cc)  Ah  —  ABr\ 
Vermöge  dieser  Werte  erhält  man  nach  gehöriger  Reduktion*) 

Ci^  —  A,B,  =  {A^  +  B^  r'-  —  (Aa-\-Bh-{-  Cef 
und    hieraus    ergiebt    sich,    dass    der    Schnitt    einer    Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem 
A\  r^  £  {Äa-\-Bb  +  Ccy- 

Die  geometrische  Bedeutung  hiervon  wird  auf  folgende  Weise 
sichtbar.  Durch  den  Mittelpunkt  der  Kegelfläche  legen  wir 
parallel  zur  schneidenden  Ebene  eine  Hilfsebene;  die  Gleichung 
der  letzteren  ist 

A(x  —  a)  +  Biy  —  h)  +  C[z  —  c)  =  0, 
und  die  Gleichung  ihrer  Horizoutalspur  (z  =  0) 
Ax  -^  By  =  Aa  -j-  Bh  -{-  Cc . 

Für  die  Entfernung  jj  dieser  Geraden  vom  Koordinatenanfange 
ergiebt  sich 

{An-{-Bb-\-Ccy 


xr  = 


A'-  +  B- 


*)    Bezeichnet  man  nämlich  zur  Abkürzung  Aa  -f-  Cc  mit  cc   und 
Bh  -\-  Cc  mit  ß ,  so  findet  sich  zunächst 

C^-  ~  A^B,  =  r'-[A^-{^  —  Bh)'  -[-  B^{u  —  Aa)'-] 
—  {aß  —  ABahy, 
welcher  Ausdruck  nach   Substitution  der  Werte  von  a  und  ß   die  oben 
erwähnte  Form  annimmt. 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  II.  11 
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demnacli  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse ,  Parabel  oder 
Hyperbel,  je  nachdem  die  Horizontalspur  der  Hilfsebene  au.sser- 
halb  der  Direktrix  liegt,  sie  berührt  oder  schneidet. 

Geht   die  schneidende  Ebene   durch    den  Mittelpunkt    der 
Kegelfläche,  ist  also 
5)  Aa-^Bh  +  Cc  =  D, 

so  wird  die  im  ersten  der  in  Nr.  4)  genannten  Fälle,  d.  h. 
die  für 

entstehende  Ellipse  zu  einem  Punkte;  die  für 


r^  = 


i»- 


Fig.  38. 


vorhandene  Parabel  degeneriert  in  eine  Gerade,  längs  Avelcher 
die  Ebene  den  Kegel  berührt;  endlich  degeneriert  die  der 
Bedingung 

entsprechende  Hyperbel  in  zwei  durch  den  Mittelpunkt  der 
Fläche  gehende  Gerade. 

Um  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  möglichst  ein- 
facher Form  zu  erhalten,  legen  wir  die  bisher  beliebige  .-r-Achse 
parallel  zur  Horizontalspur  der   schneidenden  Ebene,  so   dass 

die  y -Achse  mit  der  Senkrechten 
vom  Koordinatenanfange  auf  jene 
Spur  zusammenfällt;  den  Fuss- 
puukt  dieses  Perpendikels  neh- 
men wir  zum  Anfangspunkte 
eines  neuen  rechtwinkligen  Sy- 
stems, dessen  .r'- Achse  die  Hori- 
zontalspur der  Schnittebene  ist, 
wobei  die  positiven  x'  in  der- 
selben Richtung  wie  die  posi- 
tiven X  gezählt  werden  mögen; 
die  y'-Achse  legen  wir  in  die 
Schnittebene  und  ihre  positive  Seite  nach  der  positiven  Seite 
der  ^;- Achse  zu;  endlich  sei  /.•  der  Abstand  des  neuen  von  dem 
früheren    Koordinatenanfaniro    und    f>   der   Neisxuncjswinkel    der 
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ic'y'-Ebeiie  gegen  die  xy-^hene,  d.  li.  der  Winkel  zwischen 
den  Richtungen  der  positiven  y  und  y.  Zufolge  dieser  Be- 
stimmungen geschieht  der  Übergang  von  dem  ursprünglichen 
7A1  dem  jetzigen  Koordinatensysteme  mittels  der  Substitution 
(Nr.  8  in  §  22  für  i^  =  0) 

X  ^  x  j       y  =  Je -}- y' cos d- ,       z  =  ij's'md-; 
die  Gleichung  1)  erhält  jetzt  die  Form 
6)     Ä'x^  +  B'y"'  +  2C'xy'  +  27)V  +  2E'y'  -\-  F'  =  0 
und  darin  ist 

Ä'  =  c^,      B'  =  («-  —  r-)  sin^  %■  -\-  (b  sin  0-  —  c  cos  %f, 

C  =  —  acsinO-,      D' =  0 , 

E'  =  c[r^  sin^-ö-  —  li{h  sin^  —  c  cos^)] ,      F'  =  c\k^—T^). 

Hieraus  folgt: 

0'2  —  AB'  =  c^[r^  sin^^  —  (&  sin^  —  c  cos'^)^] 
und  dieser  Wert  giebt  zu  erkennen,  dass  der  Schnitt  zu  einer 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  wird,  je  nachdem 

r-^(h  —  c  cot  &f 

ausfällt.  Dieses  Resultat  stimmt,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  mit 
dem  vorhin  erhaltenen  überein. 

Soll  der  Kegelschnitt  zu  einem  Kreise  werden,  so  müssen 
die  Bedingungen   Ä'  =  B'  und   0'  =  0 ,  d.  h. 

c2  =  (a-  — r^)  sin^^  +  (6  sin-^  —  c  cos^)^, 
ac  sin  -9-  ==  0, 
erfüllt  sein.     Die  zweite  dieser  Fig.  39. 

Gleichungen  wird  durch  0-  =  0 
oder  ^  =  180°  erfüllt,  doch 
giebt  dies  nichts  anderes,  als 
eine  zur  Direktrix  j^arallele 
Ebene;  da  ferner  c  nicht  =  0 
sein  kann,  weil  sonst  die  Kegel- 
fläche zu  einer  Ebene  degene- 
rieren würde,  so  bleibt  nur 
noch    a  =  0    übrig,    wodurch 

gesagt  ist,  dass  der  Anfangspunkt  des  neuen  Koordinaten- 
systemes  mit  dem  Mittelpunkte   der  Kegelfläche   in  einer  und 

11* 
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derselben  auf  der  Direktrixebene  senkrechten  Ebene  liegen 
muss.     Die  erste  der  Bedingungsgleichungen  wird  jetzt 

c2  =  —  >-2  siü2  ^  +  (6  sin  ^  —  c  cos  d-f 
und   liefert,    wenn    sin -9-    und    008-9-  durch   tan  0-    ausgedrückt 
werden 

7)  tan  d-  =  J-. — -^ .  • 

-^  0-  —  c^  —  )■- 

Die  geometrische  Bedeutung  hiervon  ergiebt  sich,  wenn  man 
die  beiden  Winkel  a  und  /3  <  a  in  Rechnung  bringt,  welche 
die  i/^-Spuren  ÄC  und  BC  der  Kegelfläche  mit  der  i/- Achse 
einschliessen ;   man  hat  nämlich 

c  c 

tan  a  =  t ,         tan  3  =  -^ — | — , 

f      ,     ^s  tan a  4-  tan  ß  2b c 

tan  (a  +  p)  =  :; r — ' — r — S  =  r^ i 2  5 

^      '    »^^         1  —  tan  a  tan  ß         b-  —  e*  —  r* ' 

folglich  a-]-  ß  =  &  =  L  YO'Ä'.  Die  yz-S^tur  der  Schnitt- 
ebene liegt  demnach  so,  dass  iCB'Ä  =  iCBA  ist;  der  hier- 
mit bestimmte  Kreisschnitt  des  schiefen  Kegels  heisst  dessen 
Wechsel  schnitt. 

Soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  x^y^z^  eine  berührende 
Ebene  an  einen  Kreiskegel  gelegt  werden,  so  bezeichne  man 
die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  vorläufig  mit 

8)  LI  +  31ri  +  .A'^  =  1 ; 

dass   sie   den  gegebenen  Punkt  x^y^z-^^    enthalten    muss,    wird 

ausgedrückt  durch 

Lx^  +  My,  +  Nz^  =  1 , 

die   Bertthruucr    der  verlangten  Ebene  mit    der  Fläche    liefert 

ferner  die  Bedingungen 

La  +  Mb  -\-  Nc=l,         r-  =  ^.  ,  j^, • 

Eliminiert  man  X  aus  den  beiden  ersten  Bedingungsgleichungen, 
so  hat  man 

(az^  —  cxi)  L  +  (bzi  —  cy^)  31  =  z^  —  c, 

und  daraus  finden  sich  die  folgenden  Werte  von  L  und  J/, 
in  denen  zur  Abkürzung 

aZj^  —  cxi  =  t( ,         /'~i  —  (\v,  =  V 
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gesetzt  worck'ji   ist: 

j   rn  (g,  —  c)-j^v  yü^  -f~  ^'  —  ^'  ih  —  ^ 


j,r ^V  (^1  —  c)-\-  lt)/t<*  +  ^*  —  '^^{^i  —  ^O* 

^ 1  —  (iL  —  bM 

c 

Demnach  hat  die  Aiil'u-abe  zwei  Auflösuuf^eu,  eine  oder  keiue 
Auflösung,  je  nachdem 

d.  h.  je  nachdem  der  Punkt  x^y^Zi^  ausserhalb  des  von  der 
Kegelfläche  umschlossenen  Raumes,  auf  der  Fläche  oder  inner- 
halb jenes  Raumes  liegt.  Im  zweiten  Falle,  wo  wir  x,  tj,  z 
für  x^,  2/j,  ^1  schreiben,  lautet  die  Gleichung  der  Berührangs- 
ebene  bei  vollständiger  Entwickelung 
9)  cui,  -\-  evtl  +  [r'^{z  —  c)  —  au  —  &v]  t,  =  cr^(z  —  c). 
Hieraus  ergeben  sich  noch  die  Gleichungen 

\^  ~^  =  r^(z  —  c)—  au  —  bv^^~^^' 
lü)  -| 

als   Gleichungen    der    durch    den  Punkt   xyz    der  Kegelfläche 
gehenden  Normalen. 
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§28. 
Entstehung  und  Gleichung  der  Umdrehuugsflächeu. 

Denkt  man  sich  irgend  eine  einfach  oder  doppelt  ge- 
krümmte Linie  mit  einer  ihrer  Lage  nach  bestimmten  Geraden 
verbunden,  so  ist  immer  eine  solche  drehende  Bewesfunff  der 
Kurve  möglich,  dass  jeder  ihrer  Punkte  einen  Kreis  beschreibt, 
dessen  Mittelpunkt  auf*  der  festen  Geraden  liegt;  die  rotierende 
Kurve  erzeugt  bei  dieser  Bewegung  eine  Fläche,  welche  eine 
Rotations-  oder  Umdrehungsfläche  genannt  wird;  die  un- 
veränderliche Gerade  heisst  ihre  Achse. 

Aus  dieser  Entstehung  der  Fläche  geht  unmittelbar  hervor, 
dass  alle  auf  der  Drehungsachse  senkrechten  Schnitte  der  Fläche 
Kreise  sind,  deren  Halbmesser  im  allgemeinen  verschieden  aus- 
fallen, je  nachdem  die  Schnitte  durch  verschiedene  Punkte  der 
Achse  gelegt  werden.  Diese  Kreise  werden  die  Parallel- 
kreise der  Fläche  genannt.  Ferner  ist  leicht  einzusehen, 
dass  die  Fläche  von  allen  Ebenen,  welche  die  Drehungsachse 
in  sich  enthalten,  in  kongruenten  Kurven  geschnitten  wird; 
diese  Linien  einfacher  Krümmung,  durch  deren  Drehuny:  um 
die  Achse  gleichfalls  die  Rotationsfläche  erzeugt  werden  kann, 
heisseu  die  Meridiane  der  Fläche. 

Um  die  allgemeine  Form  können  zu  leniou,  miter  welcher 
die  Gleichuug  einer  Umdrehungsfläche  enthalten  ist,  denken 
wir  uns  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Drehungsachse  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem   gelegt   und   nennen  «.  /i,  y 
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Fig.  40. 


z 


die  Richtungswinkel  der  Drehungsachse;  lerner  sei  durch  einen 
beliebigen  Punkt  xyz  der  Flüche  ein  Parallelkreis  gelegt, 
(l  dessen  Halbmesser  und  ^9  der  Ab- 
stand seines  Mittelpunktes  vom  Koor- 
dinatenanfang. Die  Geraden  031  =  ]> 
und  3IP  =  q  lassen  sich  als  die  ebe- 
nen rechtwinkligen  Koordinaten  eines 
Punktes  der  Meridiankurve  betrachten 
und  es  existiert  daher  zwischen  i)  und  q 
eine  Gleichung  von  der  Form 


)> 


1)  ^Q  =  fip), 

oder,    wenn   statt  q   der   Radiusvektor   OP^^r   in  Rechnung 


gebracht  Avird, 
daraus  folgt 

2) 


Vr 


f  +  Vf{p)Y, 

welche  Gleichung  überhaupt  unter  der  Form 

3)  r^  =  F{p) 

enthalten  ist.     Durch  Substitution  der  bekannten  Werte 

>      =  ^     +   ?/■   +  3-, 

p  =  X  COS  ci  -\-  y  cos  ß  -\-  s  cos  y 
ergiebt  sich  nun  als  Gleichung  der  Rotationsfläche 

4)  ^^  +  2/^  +  ^'^  =  F(x  cos  cc  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y). 

Geht  die  Drehungsachse  nicht  durch  den  Koordinatenaufaug, 
sondern  durch  einen  Punkt  ahc,  so  bedarf  es  nur  einer  Ver- 
schiebung des  Koordinatensystems  nach  diesem  Punkte;  man 
erhält  dann 

^^      (  {x-ar^  +  {y-h;-  +  {z-cy 

1  =  -F[(a;  —  rt)  cos  cc  -\-  (^y  —  h)  co^ß  -\-  {z  —  c)  cos  y'\ 

als  allgemeinste  Gleichung  der  Rotationsflächen. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese  Gleichung,  wenn  man 
eine  der  Koordinatenachsen  mit  der  Drehungsachse  zusammen- 
fallen lässt;  gewöhnlich  wählt  man  hierzu  entweder  die  ;r- Achse 
oder  die  .^-Achse.  Im  ersten  Falle  ist  a  ^0,  ß  =  y  ^^  90", 
mithin  nach  Nr.  4) 
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^^  +  y^  +  ^  =  Fix), 
welcher  Gleichung  auch  die  Form 

q/  -^  2^  =  Q(x) 

erteilt  werden  kann;   im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  analog 

x'  +  y^-  +  ,-'  =  F{z) 
oder 

x^  +  y^  =  W{2). 

Diese  Entwickelungen  liefern  unmittelbar  die  Gleichung  der 
Rotationsfläche,  wenn  die  Gleichung  des  Meridianes  [q  =  f(pj\ 
bekannt  ist,  was  namentlich  in  dem  Falle  stattfindet,  wo  die 
rotierende  Kurve  eine  einfach  gekrümmte  ist  und  ihre  Ebene 
die  Drehungsachse  enthält.  Finden  diese  Umstände  nicht  gleich- 
zeitig statt,  so  hat  man  den  folgenden  Weg  einzuschlagen, 
wobei  der  Einfachheit  wegen  vorausgesetzt  ist,  dass  die  ^ -Achse 
mit  der  Drehungsachse  zusammenfällt.  Bei  der  Auscrancrslage 
der  rotierenden  Kurve  mögen  die  Koordinaten  irgend  eines 
ihrer  Punkte  mit  x^,  y^,  Zq  bezeichnet  werden;  die  Projek- 
tionen der  Kurve  auf  die  beiden  Vertikalebenen  sind  dami 
bestimmt  durch  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

Dreht  sich  nun  die  Kurve  um  die  0 -Achse,  so  erhält  der 
Punkt  x^yQZQ  eine  andere  Lage,  und  zwar  mögen  .r,  y,  s  seine 
neuen  Koordinaten  in  dem  Falle  heissen,  wo  die  Drehung  den 
Winkel  co  von  der  positiven  Seite  der  a;- Achse  nach  der  posi- 
tiven Seite  der  ?/- Achse  hin  durchlaufen  hat.  Man  kann  diesen 
Winkel  in  der  Horizontalprojektion  sichtbar  machen,  wenn 
man  die  einander  gleichen  Vektoren  der  Punkte  x^y^^  und  x\j 
zieht;  w  ist  dami  der  W^inkel  zwischen  beiden  Vektoren.  Aus 
sehr  einfachen  Gründen  hat  man 

Xq  =  X  cos  (ü  -\-  y  sin  co,      ^o  "=  —  -^^  ^"^  "  +  i/  <^os  w,      z^^  =  z, 

mithin  nach  Nr.  G) 

7)  X  cos  03  4"  2/  siii  «  =  ^i{ß),     —  a^  sin  M  -|-  //  cos  to  =  j^'(^"^: 

dies  sind  die  Gleichungen  der  rotierenden  Kurve  in  irgend  einer 
ihrer  Lagen,  wobei  der  Winkel  oj  das  Litervall  von  0*^  bis  300^ 
zu  durchlaufen  hat,  wenn  alle  möglichen  Lagen  der  Kurve  zum 
Vorschein  kommen  sollen.     Die  Elimination  von  w  ffiebt 
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8)  •'^'  +  f  =  W{^)Y  +  VW)Y 

als  Gleichung  der  erzeugten  Rotationsfläche. 

Beispiele  hierzu  liefern  die  Kurven  zweiten  Grades,  deren 
entsprechende  Flächen  in  den  Fällen  sehr  einfache  Gleichungen 
erhalten,  wo  die  Drehung  um  eine  der  Hauptachsen  vor  sich 
geht.  Denken  wir  uns  die  Ebene  xz  als  die  Ebene  der  in  ihrer 
ursprünglichen  Lage  befindlichen  rotierenden  Kurve,  so  haben 
wir  für  eine  durch  den  Koordinatenanfanj?  fachende  Gerade 

-^0  =  7^0,       yo  =  ^, 

mithin  für  die  entstandene  Kegelfläche 

9)  x'Jrr  =  \-^)      oder     -^-L  _  .^^ . 

dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  1)  in  §  26, 
wenn  man  den  dort  erwähnten  Kegel  für  h  =  a  zu  einem 
geraden  Kreiskegel  werden  lässt. 

Die  Gleichungen  einer  in  der  Ebene  xz  befindlichen 
Ellipse  sind 


Co  =  ci]/l-{'^f,         y,  =  Q, 


wobei  die  Achsen  der  Ellipse  zu  Koordinatenachsen  genommen 
sind;  die  Gleichung  der  erzeugten  Umdrehuugsfläche,  des  so- 
genannten Rotationsellipsoides,   ist  folglich 

,;^  +  ,^  =  «.[l_(£)^] 

oder  bei  besserer  Anordnung 

10)  ^^^^  +  i!  =  1 . 

Hierbei  müssen  wir  die  Fälle  a  >  c,  a  <.  c  und  a  =  c  unter- 
scheiden. Im  ersten  Falle  ist  die  Drehung  um  die  kleinere 
Halbachse  vor  sich  gegangen  und  das  Ellipsoid  heisst  in 
diesem  Falle  ein  abgeplattetes;  im  zweiten  Falle  ist  die 
Drehungsachse  die  grössere  Halbachse  und  das  Ellipsoid  ein 
gestrecktes;  im  letzten  Falle  wird  die  rotierende  Kurve  zu 
einem  Kreise,  mithin  das  Rotationsellipsoid  zu  einer  Kugel- 
fläche; die  Gleichung  der  letzteren  pflegt  man  gewöhnlich 
unter  der  Form 
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11)  x'  +  y'  +  z'  =  a' 

darzustellen,  wobei  c  =  a  deu  konstanten  Halbmesser  bedeutet. 

Für  eine  Hyperbel,  deren  Hauptachse  2a  mit  der  a;- Achse 

und  deren  Nebenachse  2c  mit  der  ^-Achse  zusammenfällt,  hat  man 


mithin  als  Gleichung  der  erzeugten  Umdrehungsfläche 

^  +  f  =  ,,[i  +  (^] 

oder 

12)  ^H^_^:=i. 

Diese  Fläche  heisst  das  einfache  Rotationshyperboloid. 
Ist  dagegen  c  die  Haupt-  und  a  die  Nebenhalbachse  der  Meri- 
diankurve, so  gelten  für  sie  die  Gleichungen 


ft)-(f)  =  l     °d-    -o  =  «l/(^)-l,      2/0  =  0, 
und  daraus  ergiebt   sich  als  Gleichung   der  Umdrehungsfläche 

13)  -^^  +  ^:  =  i; 

letztere    heisst   das    geteilte    Rotationshyperboloid,    weil 

sie  aus  zwei  getrennten  Stücken  besteht. 

Für   eine   Parabel,    deren  Achse  mit   der  Drehungsachse, 

und  deren  Scheitel  mit  dem  Koordinatenanfang  zusammenfällt, 

hat  man  

XQ=y2k0Q,         iJo  =  0, 

wobei  /<•  den  Halbparameter  der  Parabel  bezeichnet;  die  ent- 
sprechende Umdrehungsfläche  hat  zur  Gleichung 

14)  X'  +  f  =  21cz 

und  heisst  das  Rotationspar  ab  olo  id.  Giebt  man  der 
Parabel  die  umgekehrte  Lage,  so  dass  ihre  Achse  mit  der 
r*;- Achse  zusammenfällt,  so  findet  sich 


z^=y2lxQ    oder     x^  =  ^,         2/ü  =  ^\ 
und 

'-"  +  r  =  rk'.- 
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Wälireiul  die  Gleicliuu<>-eii  der  vorif^eu  Umdrehungsflächen 
von  demselben  (/weiten)  (inide  waren,  wie  die  ihrer  Meri- 
diankurveu,  findet  Lei  der  letzten  Flüche  diese  Überein- 
stimmung nicht  mehr  statt;  sie  führt  deshalb  keinen  be- 
sonderen Namen. 

Um  ein  Beispiel  für  den  Füll  zu  haben,  wo  die  rotierende 
Kurve  nicht  in  einer  Ebene  mit  der  Drehungsachse  liegt,  denken 
wir  uns  von  zwei 
sich  kreuzenden  Ge- 
raden die  eine  um 
die  andere  herum- 
gedreht. Die  feste 
Gerade  sei  wieder  die 
5^ -Achse,  die  kürzeste 
Entfernung  beider  Ge- 
raden, in  der  ursprüng- 
lichen Lage  der  letz- 
teren genommen,  sei 
der  Richtung  nach 
zusammenfallend  mit 
der  rc- Achse   und  der 

Grösse  nach  =  a,  endlich  heisse  y  der  konstante  Neigmigs- 
winkel  FAP'  =  90"  —  /.  FAP"  der  beweglichen  Geraden 
gegen  die  a;?/- Ebene.  Die  Gleichungen  der  rotierenden  Geraden 
sind  jetzt  bei  deren  primitiver  Lage 

^o  =  «;         ?/o  =  ^oCot7, 

mithin  lautet  die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche 


oder  besser 

15) 


X-  -\-  y-  ^=  a-  -\-  3^  cot^y, 


x^  +  V' 
a- 


=  1, 


(atany)^ 

Der  Vergleich  mit  Nr.  12)  führt  zu  dem  bemerkenswerten 
Resultate,  dass  die  entstandene  Umdrehungsfläche  ein  ein- 
faches Rotationshyperboloid  ist,  welches  die  kürzeste 
Entfernung  a  beider  Geraden  zur  Haupthalbachse  und  a  tan  y 
zur  Nebenhalbachse  hat.  Daraus  folgt  umgekehrt,  dass  sich 
auf  jedem  einfachen  Rotationshyperboloide  unendlich  viel  gerade 
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Linien  ziehen  lassen;  jede  solche  Gerade  steht  senkrecht  auf 
einem  Halbmesser  des  kleiasteu  Parallelkreises  und  ist  gegen 
die  Ebene  des  letzteren  um  einen  Winkel  y  geneigt,  der  sich 
durch  die  Formel  tan  y  ==  —  bestimmt. 


§29. 

Schnitte,  Berührniigsebenen  niul  Xormaleii 
der  Rotatiousflächeii. 

I.  Das  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Durchschnittes  einer 
Umdrehungsfläche  mit  einer  Ebene  oder  beliebigen  anderen 
Fläche  ist  im  allgemeinen  das  nämliche,  wie  bei  den  schon 
besprochenen  Gattungen  von  Flächen;  eliminiert  man  nämlich 
aus  den  Gleichungen  der  sich  schneidenden  Flächen  das  eine 
Mal  Zj  das  andere  Mal  y,  so  erhält  man  im  ersten  Falle  die 
Gleichung  der  ic^-Projektion,  im  anderen  Falle  die  Gleichung 
der  a; ^-Projektion  des  Durchschnittes.  Bei  einem  ebenen  Schnitte 
kann  auch  eine  Transformation  der  Koordinaten  vorgenommen 
werden,  welche  die  Gleichung  des  Durchschnittes  selber 
kennen  lehrt.  Ein  paar  nicht  geAvöhnliche  Beispiele  hierzu 
sind  folgende. 

Durchschnitt  einer  Kuffel  mit  einem  Keorel  2.  Gr. 
Beschreibt  man  aus  dem  Mittelpunkte  eines  Kegels  2.  Gr.  eine 
Kugelfläche,  so  ist  der  Durchschnitt  beider  Flächen  ein  so- 
genannter sphärischer  Kegelschnitt  (sphärische  Ellipse),  für 
dessen  Punkte  die  beiden  Gleichungen 

x^  -\-  xf  -\-  z^  =  r^     und     x^  cot-  a  -{-  y'^  cot-  ß  —  ^-  =  0 

zusammen  gelten   [Nr.  11)  in  §  28  und  Nr.  2)  in  §  26].     Als 
Gleichung  der  Horizontalprojektion  findet  sich  hieraus 

(r  sin  «)*    '    (r  sin  ß)-  ' 

letztere  ist  folglich  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  «'=  r  sin  cc 
und  h'=rs'mß.     Die  Vertikalprojektion  hat  zur  Gleichung 
cc- 


r^cofß         '    (r  cos  (3)  -  ' 

cot*ß  —  cot*a 

und  ist,  cc'^  ß  vorausgesetzt,  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 
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r  cot  ß 


c"=  r  cos/3. 


|/cot*p  — cot*a 
Die  Projektion    auf   die    Ebeue  yz    bestimmt   sich    durch    die 


Gleichung 


r*  cot*  a 


J '—  =  1 

'     (rcosa)"  ' 


cot*ß  —  cot-a 
und  ist  eine  Hyperbel,  deren  Haupthalbachse  6'"'=rcoso:  in 
der  Richtung  der  0  liegt,  und  deren  Nebenhalbachse 
j  ,n  r  cot  a 


|/cot«ß  — cot«« 

ist.  In  der  Figur  sind  die  drei  Projektionsebenen  auf  die 
in  §  2  erwähnte  Weise  auseinander  gelegt;  OÄ  und  OB 
sind  die  Vertikalspureu  des  Kegels, 
welche  mit  der  ^- Achse  die  Winkel 
AOC=a  und  BOC=ß  bilden,  OC 
ist  der  Kugelhalbme.sser  OÄ'  =  «', 
0B'=  h',  0C"=  c",  0C"'=  c'";  die 
in  der  Figur  nicht  angegebenen  Halb- 
achsen a"  und  1)"  finden  sich  leicht  aus 
der  Bemerkung,  dass  die  Vertikalellipse 
durch  den  Punkt  A  und  die  HyjJerbel 
durch  den  Punkt  B  gehen  muss. 

Durchschnitt  eines  Rotatiousparaboloides  und 
eines  Kegels  2.  Gr.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Achsen  beider  Flächen  zusammenfallen,  sind  die  Gleichungen 
der  letzteren 

x''-{-if  =  2  1-2,         .r^  cot^  a-{-i/  cot-  ß  =  ^l 
Die  Horizontalprojektiou  des  Durchschnitts  hat  die  Gleichung 

(^'  +  yy-  =  (2  /.■  cot  af  x^  +  (2  /.•  cot  ßf  if 
und  ist   die   sogenannte  Fusspunktkurve   einer  aus   den  Halb- 
achsen a'=2A-cota:,  ?>'=2Ä"cot/3  konstruierten  Ellipse.    Als 
Gleichung  der  Vertikalprojektion  des  Durchschnittes  ergiebt  sich 

(cot2  ß  —  cot^  a)  X-  +  {2  —  Je  cot^'  ßf  =  A-2  cot-'  /3; 
sie  bedeutet  eine  Ellipse,  deren  Halbachsen 


k  cot- ß 
ycot-|3  —  cot-oc 


c"=Äcot^/3 
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sind  und  deren  Mittelpunkt  in  der  Höhe  Ic  cot-  /3  über  dem 
Koordinatenanfange  auf  der  ^- Achse  liegt.  Die  Gleichung  der 
seitlichen  Vertikalprojektion  lautet: 

U  —  h  cot^  af  —  (cot-  ß  —  cot^  u)  f  =  Ic^  cot^  a; 
ihr  entspricht  eine  aus  den  Halbachsen 

///  7  ,  .,  1  ,rr  k  COt*a 

c    =k  cot- tt,         0    = —  

>/cot*ß  — cot*a 

konstruierte  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  in  der  Höhe  1:  cot^a 
über  dem  Koordinatenanfange  auf  der  ^-Achse  liegt.  In  der 
Figur  ist  0Ä=  a,  0B'=  h\  0B"=  2c" 
und  der  Mittelpunkt  M  dieser  Linie  der 
Mittelpunkt  der  Yertikalellipse;  die  Haupt- 
halbachse a"  der  letzteren  lässt  sich  leicht 
mittels  der  Bemerkung  finden,  dass  die 
Ellipse  durch  den  Punkt  A  geht.  Ferner 
ist  OÄ"  =  2 c"  und  die  Mitte  N  dieser 
Linie  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel;  die 
Nebenhalbachse  der  letzteren  kann  leicht 
aus  a"  hergeleitet  werden.  Mau  wird 
übrigens,  wenn  es  auf  eine  Zeichnung 
ankommt,  am  zweckmässigsten  zuerst 
die  beiden  Vertikalprojektionen  konstruieren  und  aus  diesen 
die  Horizontalprojektionen  ableiten. 

H.     Legt    man    durch    einen    gegebenen    Punkt    P   einer 
Rotationsfläche   einen   Parallelkreis   und   einen   Meridian,    kon- 
struiert   man    ferner    die    beiden 
Geraden,  welche  jene  zwei  ebenen 
Kurven  in  P  berühren,  und  legt 
endlich  durch   diese   sieh   schnei- 
denden   Tangenten    eine    Ebene, 
so  ist  letztere   eine   Berührungs- 
ebene   der    Fläche     und    P    ihr 
Berührungspunkt.  Ihre  Gleichung 
wird   am   kürzesten  auf  folgende 
Weise  gefunden.  Der  Mitteljninkt 
des    durch    P   sx^letjten    Parallel- 
kreises    sei    N,    sein   Halbmesser    ist    dann    XP  =  Yjt  -\-  y-, 
und   wenn    man    in   P  an   den   Krois    eine   Tangente    legt,    so 


rig.  11. 


§  29.  Schnitte,  Benihrungsebenen  u.  Normalen  d.  Rotationsflächen.  "175 

sclineidet  letztere  die  Ebene  xz  in  einem  Punkte  V,  dessen 
Koordinaten 

^i+^\     0,     z, 

sind;  dieselbe  Tangente  schneidet  die  y^-Ebene  in  einem  durch 
die  Koordinaten 

0,     ^1+^-,     z 

bestimmten  Punkte  V.  Ferner  sei  OXP  der  durch  den  Punkt  P 
geführte  Meridianschnitt,  PW  die  im  Punkte  P  an  den  Meri- 
dian gelegte  Tangente  und  OW  =  t  das  von  letzterer  auf  der 
^'- Achse  abgeschnittene  Stück;  die  Strecke  t  ist  immer  bekannt 
und  aus  der  bekannten  Meridiangleichung  leicht  zu  finden. 
Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  W,  dessen  Koordinaten  0,  0,  ^ 
sind,  und  durch  die  Punkte  U,  V  eine  Ebene,  so  finden  wir 
als  Gleichung  derselben 

1)  -^-S  +  r;  +  ^' e  =  ^^' <; 

hiermit  ist  die  Berührungsebene  im  Punkte  ocyz  soweit  be- 
stimmt, dass  es  in  jedem  individuellen  Falle  nur  noch  der 
Substitution  des  Wertes  von  t  bedarf. 

Daraus  ergeben  sich  auch  die  Gleichungen  der  Vertikal- 
projektionen einer  im  Punkte  ccyz  auf  der  Berührungsebene 
errichteten  Senkrechten,  nämlich 

dies  sind  die  Gleichungen  der  Normalen  im  Punkte  xyz. 

Als  Beispiel  diene  das  Rotationsellipsoid;  jeder  Meridian 
desselben  ist  eine  aus  den  Halbachsen  a  und  h  konstruierte 
Ellipse,  und  nach  einem  bekannten  Satze  sclineidet  die  Tan- 
gente im  Punkte  P  von  der  ^- Achse  die  Strecke  t  =  —  ab. 
Hieraus  folgt: 

0^-  +  y-  _  ^^^  +  y\ 

t  —  z  c-  —  z- 

oder  vermöge   der  Gleichung  der  Fläche  [Nr.  10)  in  §  281: 

x-  +  y^  _  ^^. 

t  —  z  c-    ' 

demnach  lautet  die  Gleichung  der  Berührungsebene 


176     Siebentes  Kapitel.   Die  ümdrehungsflächen.     §  29.   Schnitte  etc. 


(r 


Ä-^  +  ?/>/  +  ^^t=«^ 
oder  in  besserer  Form: 

Die  Gleichungen  der  Normale  sind 

4)         |-x  =  '^;a-.),      n-y-'^i(i-^\ 

Wir  unterlassen  die  weitere  Ausführung  dieser  Betrach- 
tungen, weil  die  hauptsächlichsten  der  vorhin  erwähnten  Rota- 
tionsflächen nur  spezielle  Fälle  von  allgemeineren  Flächen  sind, 
mit  deren  Untersuchung  sich  die  nächsten  Kapitel  beschäftigen. 


Achtes  Kapitel. 
Die  Flächen  zweiten  Griades. 


§30. 

Diskussion  der  allgemeiueu  Crleichuug  der  Fläclieu 
zweiten  (rrades. 

hl  den  drei  letzten  Kapiteln  kamen  mehrere  Flächen  vor, 
deren  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  sind,  doch  blieb  dabei 
unentschieden,  ob  mit  jenen  Flächen  die  ganze  Reihe  der 
möglichen  Flächen  zweiten  Grades  bereits  erschöpft  ist  oder 
nicht;  das  letztere  würde  namentlich  dann  der  Fall  sein,  wenn 
Flächen  zweiten  Grades  existieren  sollten,  die  weder  Cylinder-, 
noch  Kegel-,  noch  Umdrehungsflächen  sind.  Um  hierüber  zu 
entscheiden,  betrachten  wir  die  allgemeinste  Gleichung  zweiten 
Grades  zwischen  drei  Koordinaten,  nämlich 
1)  Ax^  +  By-  +  C^-  +  2  Dyz  +  2  E^x  +  2  Fxtj 

-i-  2  Gx  -{-  2  Hy  +  2  Iz  -^  K  =  0, 
und  untersuchen,  welche  verschiedenen  Flächen  dieselbe  re- 
präsentiert. Wir  werden  dabei  im  allgemeinen  denselben  Weg 
einsclilagen,  den  die  analytische  Geometrie  bei  der  Diskussion 
der  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  zwei  Koordinaten  zu 
befolgen  pflegt. 

Aus  der  Lehre  von  der  Transformation  der  Koordinaten 
ist  bekannt,  dass  der  Grad  einer  Flächengleichung  bei  dem 
Übergänge  zu  einem  neuen  Koordinatensysteme  ungeändert 
bleibt;  wäre  demnach  die  Gleichung  1)  auf  ein  beliebiges 
schiefwinkliges  Koordinatensystem  bezogen,  so  würde  man 
diesem  ein  rechtwinkliges  System  der  x'y'z'  substituieren 
können  und  eine  neue  Gleichung  von  der  Form 

Port  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  II.  12 
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A'x'^  +  iry"^  +  C's'^  +  2I)'y'2'  +  2E'z'x'  +  2F'x'y' 
+  2  G'x'  +  2  ^'y'  +  2  7'^'  +  TT'  =  0 

erhalten.  Letztere  ist  von  ganz  ähnlicher  Zusammen.setzung, 
wie  die  ursprüngliche  Gleichung,  wir  brauchen  daher  unsere 
Diskussion  vorläufig  nur  auf  den  Fall  zu  beziehen,  wo  das  zu 
Grunde  liegende  Koordinatensystem  ein  rechtwinkliges  ist. 

Von  irgend  einem  Punkte  |ij^  aus  ziehen  wir  eine  Gerade 
unter  den  Richtungswinkeln  ußy  und  fragen  nach  den  Punkten, 
die  sie  mit  der  Fläche  zweiten  Grades  gemein  hat.  Einem 
Punkte  P  dieser  Geraden,  der  von  |>j^  den  Abstand  r  hat, 
kommen  die  Koordinaten  zu 

2)  X  =  i,  -j-  r  cos  a,      2/  =  '»?  +  >*  cos  ß,      z  =  t,  -\-  r  cos  y. 

soll  P  auch  auf  der  Fläche  1)  liegen,  so  müssen  die  Koordi- 
naten 2)  der  Gleichung  1)  genügen.  Setzt  man  2)  in  1)  ein, 
so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

3)  sr^  -\-  2mr  -\-  n  =  0, 
wobei  s,  m,  n  zur  Abkürzung  dienen,  nämlich 

(  s  =  (J.  cos  cc  -{-  F  cos  ß  -\-  E  cos  y)  cos  a 

4)  {      -f-  (F  cos  a  -\-  B  cos  ß  -\-  D  cos  y)  cos  ß 
-}-  (E  cos  a  -\-  D  cos  ß  -\-  C  cos  y)  cos  /, 

m  =  (^1  +  Fy]  +  ^g  -j-  G)  cos  « 

5)  j      -\-{F^-\-]Jr^-{-D^-j-E)cosß 
+  {E^-\-Di^-i-Ct-{-  I)cosy, 

ln  =  {Ät-\-F7]  +  Et-j-  G)^ 
+  {F^-\-Bri  +  I)l^ir)i^ 

+   G|  +  ^,;+  n  +  K. 

Betrachtet  man  nach  der  Voraussetzung  |>;^  und  ußy 
als  gegebene  Grössen,  d.  h.  geometrisch,  denkt  man  sich  durch 
den  Punkt  ^r]t,  eine  Gerade  in  bestimmter  Richtung  gezogen, 
so  sind  die  Werte  von  s,  m  und  n  bekannt,  unbekannt  da- 
gegen r,  X,  y,  z,  d.  h.  diejenigen  Grössen,  welche  den  Durch- 
schnitt jener  Geraden  mit  der  Fläche  bestimmen;  in  diesem 
Falle  führt  die  Gleichung  3)  zur  Kenntnis  von  r  und  nachher 
geben  die  Gleichungen  2)  die  Koordinaten  des  Durchschnittes. 


6) 
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Die  Beachtung-  dos  Umstaiiiles,  dass  die  Gleichung  3)  eine 
quadratische  ist,  mithin  höch.stens  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt, 
liefert  nun  augejiblicklich  den  Fundamentalsatz:  eine  gerade 
Linie  kanji  mit  einer  Fläche  zweiten  Grades  nicht 
mehr  als  zwei  Punkte  gemein  haben. 
Die  Wurzeln  der  Gleichung  3)  sind 


—  w  +  l/w*  —  ns           ,                — m — l/»i*  —  ns 
r.  =  — '- und    r„  = ^- ; 

sie  fallen  reell  und  verschieden  aus,  Avenn  ;>r  —  ns  i^ositiv 
ist,  die  Gerade  schneidet  dann  die  Fläche  in  zwei  Punkten, 
deren  Verbindungshnie  eine  Sehne  der  Fläche  bildet;  für 
m^  —  ns  =  0  folgt  i\  =  r^,  die  Sehne  wird  dann  zu  Null  und 
die  Gerade  zur  Tangente  an  der  Fläche;  ist  endlich  m^  —  ns 
negativ,  so  liegt  die  Gerade  ausserhalb  der  Fläche,  ohne  einen 
Punkt  mit  der  letzteren  gemein  zu  haben. 

Ausser  diesen  Hauptfällen  bedürfen  noch  einige  besondere 
Fälle  näherer  Untersuchung. 

Die  Gleichung  3)  kann  unter  Umständen  auf  das  erste 
Glied  beschränkt  sein.  Alsdann  ergiebt  sie  zwei  verschwin- 
dende Wurzeln  für  unbestimmte  Werte  von  aßy,  d.  i.  die 
durch  ^r]^  gezogenen  Geraden  haben  im  allgemeinen  zwei 
mit  ^Tj^  zusammenfallende  Punkte  mit  der  Fläche  gemein; 
ausgenommen  sind  nur  die  Geraden,  deren  Richtungswinkel 
die  Bedingung  s  =  0  erfüllen,  denn  unter  dieser  Voraussetzung 
wird  die  Gleichung  3)  identisch,  d.  i.  für  jedes  r  erfüllt,  die 
unter  diesen  Richtungen  durch  i,rj^  gezogenen  Geraden  haben 
also  alle  Punkte  mit  der  Fläche  gemein.  Hierdurch  wird  die 
Fläche  als  Kegelfläche,  l^j^  als  Spitze  des  Kegels,  s  =  0 
als  Bedingungsgleichung  für  die  Richtungswinkel  der  Mantel- 
linien erkannt. 

Die  vier  mit  der  Gleichung  der  Fläche  zweiten  Grades 
eng  verbundenen  linearen  Funktionen 

Äx  -^  Fy  -^  E2  -j-  G, 

Fx-\-JBy  +  Dz  +  H, 

Ex  +  I)y-\-Cz-\-I, 

Gx-^  Hy-\-  IZ  +  K 

wollen  wir  der  Reihe  nach  abkürzungsweise  mit  T^,  T^,  Tg,  T^ 

12* 
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bezeichnen,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  zufolge  beson- 
derer Werte  der  Koeffizienten  einzelne  dieser  Funktionen  identisch 
verschwinden  oder  auf  das  Absolutglied  beschränkt  sein  können. 
Wie  man  sofort  sieht,  besteht  zwischen  der  quadratischen 
Funktion  $,  die  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  der  Fläche 
zweiten  Grades  steht,  und  den  Funktionen  Tj,  Tg,  Tg,  T^  die 
identische,  d.  i.  von  xyz  unabhängige,  Beziehung 

7)  4FEEET,a;+T,y  +  T3^+T,. 

In  Rücksicht  auf  4)  und  5)  und  das  oben  Bemerkte 
können  wir  nun  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  es  einen  Punkt  nvtv*)  giebt,  dessen  Koor- 
dinaten  den  vier  Gleichungen  genügen 

(  T^  =  Äx  -i-  Fy  -\-  Ez  -\-  G  =  0, 
T^  =  Fx-\-By  +  Dz  +  H^O, 


9) 


^^  \T,  =  Ex  +  Dy+Cz+  1  =  0, 

[T^=Gx-\-IIy-\-  Iz  +  K=0, 

so    ist    die    Fläche    ^  =  0    ein    Kegel,    und    uvtv    seine 
Spitze. 

Aus  Ty  =  0,  Tg  ^  0,  T3  =  0  ergeben  sich  die  Lösungen 

u=—[G(ir'  —bc)-\-b:(cf—de)+i(be—fd)]:A, 

v=—[G{CF—DE)+R(E^-  —  CA)-{- IiAD—EF)\:ls, 
[w=—[G(BE—FB)-\-H(ÄD—EF)-\-I{F^-  —ÄB)]:A, 
wobei 

(A  =  Ä(n'  —BC)-\-F(CF  —  DE)-{-E{BE  —  FD) 
=  F(CF—BE)-{-  B{E^  —CA)  -\-B{ÄD  —  EF) 
=  E{BE—FB)  +  B{AD—EF)  +  C(F-  —AB) 
\      =  AB'-  +  BE^  +  CF^  —  ABC  —  2  BEF. 

Ist  4^  =  0   ein  Kegel,    so   genügen  diese  nviv    auch    der 
Gleichung  T^  =  0,  es  ist  also 

G'  A^  +  H-  A.^-\-  I-  A.,  —  K-A  =  0, 

wobei  die  in  9)   in  den  eckigen  Klammern  stehenden  Grössen 
durch  y/j,  A2,  A^  abgekürzt  worden  sind. 


10) 


*)  In  Rücksicht  darauf,  dass  wir  hier  einen  besonderen  Punkt 
Tor  uns  haben,  wählen  wir  für  seine  Koordinaten  die  Zeichen  uvic. 
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Wenn   die   vier  Ebenen 

T,  =  i),        T,  =  0,         T,  =  0,         1\  =  0 

zwar  keinen  Punkt  im  Endlichen,  aber  doch  einen  unend- 
lich fernen  Punkt  gemein  haben,  so  lassen  sich  zwar 
die  obigen  Schlussfolgerungen  nicht  ohne  Weiteres  anwenden; 
man  kann  aber  leicht  zeigen,  dass  der  unendlich  ferne  gemein- 
same Punkt  der  Ebenen  in  diesem  Falle  eine  ähnliche  Rolle 
spielt,  wie  bei  einem  Kegel  die  Spitze. 

Zieht  man  durch  den  Nullpunkt  eine  Gerade  in  der 
Richtung  des  unendlich  fernen  Schnittpunkts  der  Ebenen 
T^T^T^1\,  und  hat  diese  die  Richtungscosinus  u'v'w',  so 
muss  den  Gleichungen 

T,  =  0,         7;  =  0,         T,  =  0,         T,  =  0 
durch  die  Werte 

u  =  rii',         V  =  rv',         w  =  rw' 
genügt  werden,    wenn    man    r  =  oo   setzt.     Hiernach  müssen 
u'v'iv'  die  vier  Gleichungen  erfüllen 

'  T/  =  Au  +  Fv'  +  Ew''=  0, 

11)  \    ^  ^         ^  ' 

\  T/  =  Gu'  +  Hv'  +  Iiv'  =  0. 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  ^  t;  ^  eine  Gerade  in  der- 
selben Richtung,  so  sind  die  Koordinaten  eines  Punktes  P 
dieser  Geraden 

12)  X  =^  i,  -\-  )•  h' ,  ij  ^  rj  -\-  rv',         z  =  t,  -\-  rw'. 
Die  Gleichung  3)  wird  jetzt  zu 

13)  (T/m'+  T;.'+  ^^tv')r'  +  2(T/|  +  T/>?  +  T^'^  +  T;)r 

+  4r(|7?e)  =  0, 
wobei  ^^(lij^  den  Funktionswert  bezeichnet,  den  ^'  für  die 
Koordinaten  |>;£;  annimmt.  Wird  nun  l^j^  auf  4^  =  0  an- 
genommen, so  ist  4^(1^^)  =  0;  da  ferner  nach  der  Voraus- 
setzung 11)  die  Koeffizienten  von  ;-  und  r  verschwinden,  so 
ist  13)  mithin  identisch  erfüllt;  also  ist  jede  Gerade,  die 
durch  irgend  einen  Punkt  der  Fläche  in  der  Rich- 
tung des   unendlich  fernen  Punkts   der  Ebenen 
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T,  =  o,      r,  =  o,      i;  =  u,      j,  =  o 

gezogen  wird,  ganz  auf  der  Fläche  enthalten.  Hier- 
durch erweist  sich  die  Fläche  als  Cy  lind  er. 

Es  ist  wohl  nicht  nötig  hervorzuheben,  dass  unter  dem 
Kegel  und  Cylmder  auch  uneigentliche  Flächen  dieser  Art 
(zwei  sich  schneidende  oder  parallele  Ebenen)  zu  begreifen 
sind.  Wir  stellen  Kegel  und  Cylinder  als  Flächen  zweiten 
Grades  mit  endlich  oder  unendlich  ferner  Spitze  den 
übrigen  Flächen  zweiten  Grades  ohne  Spitze  gegenüber. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Gleichung  3j  zurück.  Wenn 
m  =  0  ist,  so  ist  3)  rein  quadratisch  und  ergiebt  für  r  zAvei 
entgegengesetzt  gleiche  Werte;  also  ist  ^r^^  die  Mitte  der 
unter  den  Richtungswinkeln  aßy  gezogenen  Sehne  der  Fläche 
zweiten  Grades.  Dies  ergiebt  den  Satz:  Die  Bedingung 
dafür,  dass  1?;^  die  unter  den  Richtungswinkeln  aßy 
durch  diesen  Punkt  gezogene  Sehne  der  Fläche 
zweiten   Grades   £=0   halbiert,   ist 

14)  Ti  cos  a  +  Tg  cos  /3  +  Jg  cos  7  =  0  *). 

Betrachtet  man  |?;^  als  gegeben,  aßy  für  veränderlich,  so 
ist  13)  die  Bedingungsgleichung  für  die  Selinen  des  Punktes 
1?;^,  die  diesen  Punkt  zur  Mitte  haben.  Strahlen  eines  Punktes 
^rj^,  deren  Richtungscosinus  irgend  eine  Bedingungsgleichung 
erfüllen,  bilden  offenbar  eine  durch  diese  Gleichung  bestimmte 
Kegelfläche,  die  1?;^  zur  Spitze  hat.  Ist  insbesondere  die 
Gleichung  homogen  vom  ersten  Grade,  so  ergiebt  sich  leicht, 
dass  die  Kegelfläche  sich  zu  einer  Ebene  des  Punktes  i,r,t 
vereinfacht.     Ist  nämlich 

15)  X  =  ^  -\-  r  cos  ß,  y  =  )/  -f-  r  cos  ß,  2  ^=  ^  -\-  r  cos  y, 
und  bestellt  die  Gleichung 

a  cos  a  -{-  h  cos ß  -\-  c  cos  y  =  ^K 

so  geht  dieselbe  durch  Multiplikation  mit  r  nach  15)  über  in 

«Or-D  +  K?/-  v)  +  c{z  —  t)  =  0, 

und  dies  ist  in  der  That  die  Gleichung  einer  Ebene  des 
Punktes  |i;^. 


*)  wobei  in  7\  Tj  J,  statt  xi/z  die  Koordinaten  IjjJ  stehen  müssen. 
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Es  bedarf  keines  weiteren  Nachweises  dafür,  dass  eine 
Fläche  zweite] i  Grades  mit  jeder  Schnittebene  eine  Linie 
zweiten  Grades  gemein  hat.  Hiernach  entnehmen  wir  unseren 
Betraclitungen  den  Satz:  Jeder  l*unkt  ^t]t,  ist  der  Mittel- 
punkt eines  bestimmten  (reellen  oder  imaginären J  ebenen 
Schnittes  einer  Fläche  zweiten  Grades.  Dieser  Satz 
erleidet  nur  dann  eine  Ausnahme,  wenn  die  Gleichung  13) 
identisch  wird,  und  dies  tritt  für  den  besonderen  Punkt  ein, 
dessen  Koordinaten  die  Gleichungen 

T,  =  0,         T,  =  0,         T,  =  0 

erfüllen.  Dieser  besondere  Punkt,  dessen  Koordinaten  die 
initer  9)  angegebenen  Werte  uviv  zukommen,  hat  also  die 
Eigenschaft,  alle  durch  ihn  hindurchgehenden  Seluieu  der 
Fläche  <f  zu  halbieren,  Mittelpunkt  aller  ihn  enthaltenden 
ebenen  Schnitte  der  Fläche  ^  zu  sein.  Aus  diesem  Grunde 
heisst  nvtv  der  Mittelpunkt  der  Fläche,  jede  Seline  des 
Mittelpunkts  ein  Durchmesser,  jede  Ebene  des  Mittelpunkts 
«ine  Durchmesserebene.     Wenn  die  p]beneu 

T^  =  0,         T,  =  0,         T.  =  0 

mehr  als  einen  Punkt  gemein  haben,  so  kommen  auch  der 
betreffenden  Fläche  unendlich  viele  entweder  auf  einer  be- 
stimmten Geraden  oder  Ebene  enthaltene  Mittelpunkte  zu. 
Man  erkennt  leicht,  dass  dieser  Fall  nur  bei  einem  eigent- 
lichen oder  in  Ebenen  zerfallenden  Cy linder  eintreten  kann. 
Wenn  man  nämlich  die  Funktionen 

T/  =  Äx'  -f  Fi/  -f  Es'  +  G, 

T^^Fx'  +  By'+Bz'+H, 

T^=Ex'  +  By'+Cz'  +  1, 

T;  =  Gx'  -f  Hy'  +  1/  +  K 

der  Reihe  nach  mit  x",  y",  z",  1  multipliziert  und  dann 
kolonnenweise   addiert,   so    erhält   man   die   wertvolle  Identität 

16)  r/.r"+  T/y"+  T;/'+  T:=  Tl'x'-\-  T-y'+  T.^'z'+  T/'. 

Sind  nun  x'y'z'  und  x" y" z"  auf  den  drei  Ebenen  T^T.^T^ 
enthalten,  so  geht  16)  über  in 
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folglich  haben  P'  und  P"  gleiche  Abstände  ('S.  12,  Nr.  5)  von 
T^  =  0.     Hieraus  folgt: 

Wenn  die  Ebenen  T^,  T.y,  T.^  eine  Gerade  l  gemein 
haben,  so  ist  l  entweder  auf  T^  enthalten,  oder 
parallel  zu   T^. 

Im  ersten  Falle  erkennt  man  aus  der  auf  S.  181  ange- 
wandten Schlussweise,  dass  jede  Gerade,  die  einen  beliebigen 
Punkt  P  der  Fläche  mit  einem  Punkte  Ton  l  verbindet,  ganz 
auf  der  Fläche  liegt,  mithin  die  Ebene  PI  ein  Bestandteil  der 
Fläche  ist;  ebenso  schliesst  man  weiter,  dass  auch  die  Ebene 
Ql  zur  Fläche  gehören  muss,  wenn  Q  ein  ausserhalb  Fl  ge- 
legener Punkt  von  ^'  ist.  Mithin  besteht  die  Fläche 
zweiten   Grades   aus   zwei    sich   schneidenden   Ebenen. 

Wemi  dagegen  T^  und  l  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt 
gemein  haben,  so  folgt  aus  S.  181,  Nr.  13)  u.  f ,  dass  die  Fläche  ^ 
ein  eigentlicher  Cylinder  sein  muss. 

Wenn  eine  ganze  Ebene  voll  Mittelpunkte  vorhanden 
sein  soll,  so  können  die  Funktionen  1\,  T^  und  Tg  nur  um 
Zahlenfaktoren  von  einander  abweichen.  Nun  können  nicht 
alle  drei  Funktionen  identisch  verschwinden;  ist  z.  B.  1\  nicht 
identisch  null,  so  muss  man  haben 


T  ^  —  .  T 

J'.^f-^-. 

mithin  insbesondere 

und  daher 

7=^.(?, 

^1  =  ^  .(7',-G)  +  7>:^ 

-\(GT,- 

Setzt  man  nun   die   für   T^?   -^s   ^^^^^   ^4  gegebenen  Werte   in 
die  Identität  7)  ein,  so  erhält  man 

17)     ^  =  ^.[T,  {Ax  +  Fii  +  Ez  +  G)-  {G'-AK)] 

=  ^{T;'-{G''-AK)]. 

Die  Gleichung  ^'  =^  < '  wird  also  hier,  nach  Unterdrückung  des 

Teilers  A. 

T,'  —  {G-  —  AK)  =  0, 

und  diese  zerfällt  in 
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(Ti  —  YG'—AK)  •  {'J\  +  YG^'—ÄK)  =  0, 
stellt  also  die  beiden  Ebenen  dar 


r,  —yG'  —  AK=0,         1\  -^yG'—AK=Ci, 

die  Fläche  zweiten  Grades  besteht  also  aus  zwei  parallelen 
Ebenen,    die    reell    und  verschieden,    oder  reell    und   vereint 
oder  nicht  reell  sind;   in  jedem  Falle   ist  wenigstens   die 
Ebene   der  Mittelpunkte    J^  =  0   reell.  — 
Wenn  die  drei  Ebenen 

^1  =  0,         T,  =  0,         T,  =  0 

nur  einen  unendlich  fernen  Punkt  gemein  haben,  so  kami 
von  einem  eigentlichen  Mittelpunkte  nicht  mehr  die  Rede 
sein;  Flächen  zweiten  Grades  dieser  Art  stellt  man  als  Flächen 
ohne  Mittelpunkt  den  übrigen,  den  Mittelpunktsflächen 
gegenüber. 

§81. 
Fortsetzung. 

Die  Gleichung  (§  oO,  Nr.  14) 

1)  T^  •  cos  a  -\-  T^  •  cos  ß  -\-  T^  ■  cos  y  =  0 

haben  wir  im  vorigen  Abschnitte  unter  dem  Gesichtspunkte 
betrachtet,  dass  wir  ^rj^  als  gegeben,  aßy  dagegen  als  ver- 
änderlich ansahen;  wir  wechseln  jetzt  den  Standpunkt  und 
nehmen  die  Richtungswinkel  aßy  als  gegebene  Grössen  an. 
Die  Gleichung  1)  ist  dann  die  Bedingung  für  die  Mitten  der 
Sehnen  einer  Fläche  zweiten  Grades,  die  eine  gegebene  Richtung 
aßy  haben.  Da  1)  für  ^y]t,  vom  ersten  Grade  ist,  so  folgt 
der  Satz:  Der  Ort  der  Mitten  paralleler  Sehnen  einer 
Fläche  zweiten  Grades  ist  eine  Ebene;  diese  Ebenen  heissen 
auch  dann  noch  Durchmesserebenen,  wenn  die  drei  Ebenen 
Ti  =  0 ,  Tg  =  0 ,  Tg  =  0 ,  deren  gemeinsamen  Punkt  (bez. 
gemeinsame  Punkte)  1)  enthält,  nichts  im  Endlichen  gemein 
haben.  Die  Richtung  aßy  und  die  Durchmesserebene  1)  werden 
als  zu  einander  gehörig  bezeichnet.  Die  Ebenen  T^  =  0, 
Tg  =  0,  Tg  =  0  gehören,  wie  man  sofort  sieht,  zu  den  drei 
Koordinatenachsen;  denn  setzt  man  z.  B.  in  1)  die  besonderen 
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Werte    co.s  «  =  1 ,    cos  ß  =  cos  7  =  0,    so  beschränkt  sie  sich. 
auf   Tj  =  0. 

Ordnet  man  die  Gleichung  1)  nach  den  Koordinaten,  so 
ergiebt  sich 

2)  a^-\-hri-\-ci-]-d=0, 

wobei 

Ia  =  Ä  cos  a  -{-  F  cos  ß  -\-  E  cos  y , 
b  =  F  cos  ci  -\-  B  cos  ß  -\-  D  cos  7 , 
c  =  E  cos  a  -(-  2)  cos  ß  -{-  C  cos  7 . 

Aus  den  Richtungswinkeln  a,  ß,  y  der  parallelen  Sehnen 
ergeben  sich  unmittelbar  die  Stellungswinkel  der  zugehörigen 
Durchmesserebene,  wenn  man  die  Formeln  13)  in  §  10  auf 
die  Gleichung  2)  anwendet,  wobei  jene  Stellungswinkel  kurz 
mit  «',  /3',  y    bezeichnet  werden  mögen;  man  erhält: 


4) 


Ferner  lässt  sich  der  Neigungswinkel  co  der  parallelen  Sehnen 
georen  ihre  Durchmesserebene  bestimmen;  er  ist  nämlich  die 
Rechtergänzung  des  Winkels,  welchen  die  parallelen  Sehnen 
mit  einer  auf  der  Durchmesserebene  errichteten  Senkrechten 
einschliessen;  zufolge  dieser  Bemerkung  hat  mau 
cos  (90''  —  03)  =  sin  o 
=  cos  u  cos  a  -f-  cos  ß  cos  ß'  -\-  cos  7  cos  y 


cos  a  = 
cos  ß'  = 
cos  y  = 

fl 

-j/a-  +  6*  +  c* 
h 

]/«-  +  ö*  +  c- 
c 

)/«-  -1-  ft*  +  c- 

d. 


sm  C3 


fl  cos  a  -|-  6  cos  /J  +  c  00s  y 


Va»  +  fe«  +  c- 

oder  noch    einfacher,    wenn   man   sich   an   die  Gleichungen  3) 
und  §  30,  4)  erinnert: 

5)  sin «  ^     ,  ■ 

^  |/„«_|_ft»_|_C» 

Von    besonderem    Interesse    ist    hier    die    Frage,    ob    die 
Richtung  der  parallelen  Sehnen  so  gewählt  werden  kann,  dass 
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die  zugehörige  Durclimesserebeue  senkrecht  auf  den  Sehnen 
steht  (man  begreift  im  voraus,  dass  eine  solche  Durclimesser- 
ebeue sich  besonders  gut  zu  einer  neuen  Koordinatenebene 
eignen  müsste),  Avas  unter  den  Bedingungen 


cc=a,       ß'  =  ß,       r'  =  y 

der  Fall  sein    würde.      Durch    Substitution  dieser  Werte  ver- 
wandeln sich  die  Gleichungen  4)  in  die  folgenden: 

,, ,  (i  ^         h  c 

b)  cos  a  =  -  - ,         cos  p  =  — ,         cos  y  =  — , 

oder  wegen    s  =  a  cos  a  ~{-  h  cos  ß  -{-  c  cos  y : 

|(rt  cos  K-\-l)  COS  ß  -\-  c  cos  y)  cos  a  =  a  , 
(a  cos  a -\- h  cos  ß  -{-  c  cos  y)  cos  ß  ^=  h , 
.  (a  cos a  -\-b  cos ß-\-  c  cos y)  cos  y  ^  c. 

Denkt  man  sich  die  Werte  von  a,  h,  c  eingesetzt,  so  enthalten 
die  vorstehenden  drei  Gleichungen  die  drei  Unbekannten  u,  ß,  y, 
welche  ausserdem  noch  an  die  vierte  Bedingung 
8)  cos^  cc  -f-  cos^  ß  +  cos^  y  =  1 

gebunden  sind.  Gleichwohl  ist  das  Problem  der  Bestimmung 
von  a,  ß,  y  deswegen  noch  nicht  unmöglich;  denn  man  kann 
sich  auf  folgende  Weise  überzeugen,  dass  die  dritte  der  Glei- 
chungen 7)  eine  blosse  Folge  der  beiden  vorhergehenden 
und  mithin  überflüssig  ist.  Multipliziert  man  die  erste  der 
Gleichungen  7)  mit  cosf<:,  die  zweite  mit  cos/3  und  addiert, 
so  wird 
(a  cos  a-\-h  cos  ß -\-  c  cos  y)  (cos-  a  -\-  cos-  ß)  =  a  cos  cc  -{-  h  cos  ß  • 

hier  braucht  man  nur  cos-  cc  -\-  cos^  ß  durch  1  —  cos-  y  zu  er- 
setzen, um  nach  gehöriger  Hebung  sofort  die  dritte  Gleichung 
in  7)  zu  erhalten.  Wollte  man  nun  die  Gleichungen  1 )  und 
8)  auf  gewöhnliche  Weise  als  drei  Gleichungen  mit  drei  Un 
bekannten  (cosa,  cos/3,  cosy)  behandeln,  so  würde  die  Elimi- 
nation von  zweien  der  letzteren  auf  eine  sehr  komplizierte 
Gleichung  von  hohem  Grade  führen;  es  ist  daher  besser,  die 
obigen  Gleichungen  so  zu  betrachten,  als  ob  sie  vier  Un- 
bekannte, nämlich  a,  ß,  y,  s,   enthielten,  und  vor  der  Hand  s 
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zu    entwickeln,  worau.s  sich  nachher    «,   ß,   y    leicht    ableiten 
lassen. 

Setzt  man  die  Werte  von  a,  h,  c  in  die  Gleichungen  6j 
ein  und  vereinigt  nach  Wegschaffung  der  Brüche  die  gleich- 
artigen Grössen,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  drei  Glei- 
chungen : 

{A  —  s)  cos,  a  -{-  F  Qos  ß  -\-  E  cos  7  =  0, 

9)  F  zosu  -\-  {B  —  s)  cos  ß  -\-  B  cosy  =  <} , 
F  cos oc  -{-  B  cos ß  -\-  (C  —  S)  cosy  =  0. 

Wir  untersuchen  dieses  Gleichungssystem  zunächst  für 
den  besondem  Fall  B  =  F  =  F  =  0-^  alsdann  für  den  Fall, 
dass  zwei  dieser  Zahlen  verschwinden,  die  dritte  nicht;  dann 
unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  eine  verschwindet;  und 
zuletzt  nehmen  wir  an,  dass  keine  der  Zahlen  Xull  ist. 

I.  FaU.     B  =  F=F=0. 

Die  Gleichungen  9)  vereinfachen  sich  unter  dieser  Voraus- 
setzung zu 

■  (A  —  s)  cos  u  =  0 , 

10)  .  (B  —  s)cosß  =  0, 

(C  —  s)  cosy  =  0 , 
und  aus  §  30,  Nr.  4)  ergiebt  sich 

s  =  J.  cos^  a  -\-  B  cos^  ß  -{-  C  cos^  y. 
Ist  A^  B  ^  C,  so  ist 

s  =  A  (cos-  a  -f-  cos^  ß  -f-  cos-  y) . 
Da  nun 

1  =  cos-  u  -(-  cos-  ß  -f-  cos-  y , 
so  folgt 

s  =  A. 

Setzt  man  dies  in  10)  ein,  so  verschwinden  die  linken 
Seiten  wegen  A  =  B=  C  für  jeden  Wert  von  a,  ß,  7;  hieraus 
folgt,  dass  in  dem  Falle  jede  beliebige  Richtung  eine  Haupt- 
richtung ist.     Die  Gleichuug  der  Fläche  geht  über  in 

•^^  +  r  +  ^-^'  +  2|.+2  f-^  +  2^.-f -f  =  0. 
Setzt  man  hierfür 

/,   ,     Gy    .    (      .    HY    .    /     ,     ly        G'-  +  I'  +  H'  —  AK 

l^+  2-J   +  [y  +  a)   +  V+ä)  =  Zv > 


§  31.     Fortset zunfT.  JgJ) 

SO  orkonnt  man,  dass  die  Gleicliuiif^,  sofern  die  reclite  Seite 
positiv  ist,  sofern  sie  also  üborliaupt  eine  geometrische  Be- 
deutung hat,  eine  Kugel  darstellt,  deren  Centrum  die  Koordi- 
naten hat: 

_G^  _H  _I^ 

A'  A^  A  ' 

und  deren  Halbmesser  ist 

Sind  zwei  der  Grössen  Ä,  B,  C  gleich,  von  der  dritten 
aber  verschieden,   etwa    Ä^B^C,    so  wird  das  System 

I(Ä  —  s)  cos  a  =  0 , 
(Ä  —  s)Gosß  =  0, 
(C  —  s)  cosy  =  0, 
s  =  ^(cos-o^  -f"  cos-/:J)  -f-  C  cos^y  =  Ä  -{-  (C — Ä)  cos^y 

erfüllt,  wenn  cosy  =  0;  denn  dann  wird  s  =  A,  und  die 
ersten  beiden  Gleichungen  von  11)  sind  identisch.  Mithin  sind 
alle  Richtungen  Hauptrichtungen,  für  welche  y  ==  90*^,  also 
alle  zur  ^^- Achse  normalen  Richtungen.  Wenn  5  nicht  gleich 
A  ist,  so  kann  man  den  beiden  ersten  Gleichungen  nur  durch 
€os«  =  cos/3  =  0  genügen;  alsdann  muss  cosy  =  1  sein,  und 
die  vierte  der  obigen  Gleichungen  giebt  in  Übereinstimmung 
mit  der  dritten  s  =  C.  Es  giebt  also  in  diesem  Falle  noch 
eine  Hauptrichtung,  die  zu  den  unendlich  vielen  andern 
normal  ist. 

Ist  also   D  =  E=F=0,   und  zugleich 

entweder  A  =  B^C 

oder  A=C^B 

oder  B=C^A, 

so  fällt  eine  Hauptrichtung  in  die  Z-,  bez.  Y-,  bez. 
X-Achse  und  ausserdem  sind  alle  zu  diesen  normalen 
Richtungen  Hauptrichtungen. 

Sind  unter  A,  B,  C  nicht  zwei  gleiche  Zahlen,  so  können 
die  Gleichungen  10)  nur  in  der  Weise  erfüllt  werden,  dass 
eine  der  drei  Differenzen 
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Ä  —  s,     B  —  s,     C  —  s 
und  ausserdem  noch  die  mit  den  übrigen  beiden  multiplizierten 
Cosinusfaktoren    verschwinden;    für    den    dritten,    nicht    ver- 
schwindenden Cosinus  folgt  hieraus  der  Wert  1.     Der  Verein 
10)  ergiebt  also  in  diesem  Falle  die  drei  Lösungsvereine 

entweder     cos  «  =  1 ,     cos  ß  =  0 ,     cos  7  =  0,     also    s  =  Ä, 
oder  cos«  =  0,     cos/3=l,     cos7  =  0,     also    s  =  JB , 

oder  cos  a  ^  0 ,     cos  ß  =  0 ,     cos  y  ^^  1 ,     also    ö-  =^  C. 

In  diesem  Falle  giebt  es  also  nur  drei  Haupt- 
richtungen, und  diese  fallen  mit  den  Koordinaten- 
achsen  zusammen. 

n.  Fall.  Zwei  der  Zahlen  D,  E,  I  verschwinden,  die 
dritte  nicht,  z.  B. 

X>^0,       E  =  Q,       F=(). 
Das  System  9)  vereinfacht  sich  jetzt  zu 

[A  —  s)  cos  «  =  0 , 
iß  —  s)  cos  /3  +  Z)  cos  7  =  0, 
Z)cos/3  +  (C  — 5)  cos  7=0. 
Die  erste  Gleichung  erfordert  entweder  s  =  A  oder  cos  a  =  0. 
Unter    der   ersten  Annahme   ergeben   die   beiden   andern 

Gleichungen 

{_B  —  A)  cos/3  +  D  C0S7  =  0, 


12) 


1  ^"i 
^^  '  D  COS /3  +  (C  —  A)  cos  7  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  für  Werte  von  cos  ß  und  cos  7, 
die  nicht  beide  verschwinden,  nur  erfüllbar,  wenn 

{B  —  A)  '.  D  =  B  :  {C—  A) , 
d.  i.  wenn 

14)  iß  —  ^)  (C  — -4)  —  X>2  =  0. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  sind  alle  Richtungen  Haupt- 
richtungen, für  welche 

15)  (!>'  — ^)cos/3  +  Dcos7  =  0. 

Bestimmt  mau  eine  Richtung  X,  ^,  v  aus  den  Gleichungen 

cos  A  =  0, 
B  —  Ä  D 


cos  ^i  =  _^  ,         cos  V  = 


y{B  —  äY  +  D-  '  y\B  —  AY  +  D*  ' 
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SO  hat  man  statt  14) 

cos  A  cos  a  -j-  cos  fi  cos  ß  -\-  cos  v  cos  y  =  0 ; 
also  alle  Normalen  zu   l,  (i,  v  sind  Hauptrichtungen. 

Wenn  14)  nicht  erfüllt  ist,  so  wird  13)  nur  genügt,  wenn 
cos  ß  =  cos  7  =  0,         cos  «  =  1 .  — 

Wenn  s  nicht  gleich  A  ist,  so  muss  cos  a  =  0  sein,  und 
12)  geht  über  in 

{B  —  s)  cos^  +  Z)cosy  =  0, 
D  cos  /3  +  (C—s)  cos  7  =  0 . 

Diese  Gleichungen  sind,   wenn   nicht    cos  ß  =  cos  y  =  0 ,   nur 
erfüllbar  unter  der  Bedingung 

16)  -  {B  —  s)  (C  —  s)  —  i)2  =  0, 

aus  welcher  für  s  die  beiden  Werte  folgen 


s  =  i(^+  C)  +  il/47)2  +  (5— (7/, 
also  zwei   immer  reelle,  und  wegen   i)  ^  0   nicht  zusammen- 
fallende Wurzeln;  werden  dieselben  mit  s^  und  s.^  bezeichnet, 
so  ergeben  sich  folgende  Hauptrichtungen: 

cos  dl  =  0 ,       cos  ßi  :  cos  y^  =^  —  D  :  {B  —  s  J  , 


17)        , 

cos  «2  =  0,       cos  ß^  :  cos  y^='  —  D  :  (B  —  Sg). 

Nun  ist  nach  16) 

C —  s,  = 


C  —  s.= 


B  —  s^ 


woraus  durch  Subtraktion  folgt 

.    _  .    =  7)2  /_J L_^  _  _       I>'ih-s,) 

-2        M         ^    \b~s,         B-sJ  (B-s,){B-s,)^ 

also,  weil  s.^  ^  s^ 

(5-S,)(JB-s,)  +  D2  =  0; 

dies  ergiebt  mit  Rücksicht  auf  17) 

cosßfi  cos  cc^  -\-  cos/3i  cos/^^  +  COS^j  COSJ'g  =  0. 

Die  Hauptrichtungen    a^,  ß-^,  y^   und   «2/^2/2    ^i^^    daher 
normal  zueinander;  ausserdem  sind  sie  normal  zur  dritten 
COS  a  =  1 ,         cos  ß  =  cos  y=0. 
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Daher  folgt:  Wenn  eine  der  drei  Bedingungen  er- 
füllt  ist: 

D^O,     E  =  0,     F=0,     {B—A){C  —  Ä)  —  D-  =  0, 

18)  '7)  =  0,     E'^0,     F=0,     (Ä—B)(C  —  B)  —  E-=0, 

B  =  (),     E=0,     F^O,     (Ä—C)(B—C)  —  F'=(J, 

so  giebt  es  unendlich  viele  Hauptrichtungen,  die  auf 
der  noch  ausserdem  vorhandenen  normal  sind;  ist 
keine  der  Bedingungen  erfüllt,  so  giebt  es  nur  drei 
aufeinander  normale   Hauptrichtungen. 

HI.  Fall.  Eine  der  Zahlen  D,  E,  F  verschwindet,  die 
andern  beiden  nicht,  z.  B.  B  =  0 ,  E^O,  F^O. 

Die  Grieichungen  6)  werden  jetzt: 

!{Ä  —  s)  cos  cc  -\-  F cos  ß  -\-  E  cos  y  =  0, 
Fcosa-\-  {B~  s)  cos  /3  =  0 , 
E  cos  a  -\-  {C  —  s)  cos  y  =  Q. 

Durch  die  Annahme  s  ^=^  B  kann  das  System  nur  erfüllt 
werden,  wenn  zugleich   C=B\   alsdann  genügen 

20)  cosa  =  0,       Fcos/3  +  ^cosy  =  0, 
wodurch  eine  Richtimg  eindeutig  bestimmt  ist. 

Wenn  s  ungleich  B  und  C  ist,  so  entnimmt  man  aus  19): 

F  E 

cos  p  =  —  ^ — —  cos  a  ,        cos  v  ^  —  tt- — -  cos  u , 
'^  B  —  s  '  '  C  —  s  ' 

und  erhält  durch  Substitution  in  die  erste  der  Gleichungen  19) 

21)  {A—s)  (B—s)  (C—s)—F\C—s)—E\B—s)  =  0. 

Im  Falle  B  =  C  hat  diese  Gleichung  die  Wurzel  s  =  B:  die 
beiden  andern  folgen  aus 

22)  U  —  s)  (B  —  s)  —  F''  —  E-  =  0 


zu  s  =  ^(A  +  B)  ±\y4:{E^-^F')  +  {A  —  Bf 

und  sind  reell  verschieden,  da  E  und  F  nicht  Null  sind. 

Ist  s  eine  Wurzel  der  Gleichung  21)  oder  22),  so  bestimmen 
sich  die  dazu  gehörigen  Werte  von  ccßy  aus  der  Proportion 

F  E 

23)  cos  a  :  cos  ß  :  cos  y  =  —  1  :  _  _    :  ^  _    , 
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welche  im  Fall'    />  ==  C  übergeht  in 
24)  cos  cc  :  cos  ß  :  cos  y  =  —  1  :  ^-^Z^  '•  r  irö ' 

Bezeichnet  man   in  diesem  letzteren  Falle  die  beiden  Wurzeln 
von  22)  mit  .s^  und  s.^,  so  erhält  mau 


Ä  —  So  = 


^2—    B-s,    ' 
und  hieraus  durch  Subtraktion 

da  nun  s.y^s^,   so  folgt: 

25^  ^'^^'       +1=0 

Sind  aj/S^yi  und  cc^ß^V^  ^^^  ^^  ^i  ^^*^  ^2  gehörigen  Haupt- 
richtungen, so  hat  man 

F  E 

cos  «1  :  cos  /3i  :  cos  ;/i  =  —  1  :  ^— ^  :  ^^^^^ , 


26) 


cos  «2  •  COS  /3o  :  cos  y2  =  —  1  :  -^-^ —  :  j, 


und  daher  in  Rücksicht  auf  25)  und  26): 

cos  a^  cos  «2  +  cos  ß^  cos  ß.2  -\-  cos  7^  cos  y.2  ^  ^  ■ 
Ist   ferner   a/3y    die  der  Bedingung  20)    entsprechende    dritte 
Hauptrichtung,  so  ergiebt  sich  aus  20): 

cos  ß  :  cos  y  =  JE  :  —  F, 
und  daher  folgt  mit  Rücksicht  auf  26): 

cos  a  cos  a^  -\-  cos  ß  cos  ß^  -{-  cos  y  cos  y^  =  0 , 
cos  a  cos  0:2  +  cos  ß  cos  /32  +  cos  y  cos  ^2  "^^  ö- 

Die  drei  Hauptrichtungeu  sind  daher  normal  zueinander. 

Derselbe  Schluss  ergiebt  sich  auch  für  den  Fall,  dass  B 
ungleich  C  ist.  Es  gilt  alsdann  zunächst  zu  entscheiden,  wie- 
viele reelle  Wurzeln  die  Gleichung  für  s  hat: 

(Ä  —  s)  (B  —  s)  (C—s)  —  F\B  —  s)  —  E^(C  —  s)  =  0. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  die  auf  der  linken 
Seite  dieser  Gleichung  stehende  kubische  Funktion  von  s  mit 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  II,  13 
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t  und  untersuchen,  Avelclie  Werte  t  annimmt,  wenn  .s-  die  reelle 
Zahlenreihe  von  —  oc  bis  -\-  oc  durchläuft.     Schreibt  man 


t  =  (Ä-s){B-s)(C-s)\l-^^__^^^^__, 


E' 


{  (A  —  s){C—s)      {A—sj{B  —  s) 

und  setzt  hierin  s  =  —  oc ,  so  nähert  sich  der  Klammerinhalt 
dem  Grenzwerte  1,  während  der  andere  Faktor  positiv  un- 
endlich wird;  daher  wird  t  = -{- <x> ,  wenn  s  =^  —  oo  ist. 
Ebenso  findet  man  t  =  —  oo ,  wenn  s  =  -{-  oo.  Substituiert 
man  für  s  ausserdem  B  und  C,  so  erhält  man: 


s  = 


(X) 


B 


C 


+  ^ 


^=1+00  \—E\C—B)\—F''(B—C)\  +0C 

Ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  kann  man  voraus- 
setzen, dass  B<CC  ist;  alsdann  ist  — E^{C  —  B)  negativ  und 
—  F\B—C)   positiv. 

Trägt  man  die  Werte  von  s  als  Abscissen,  die  von  t  als 
Ordinaten  in  einem  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  auf, 
so  erhält  man  nach  der  obigen  Zusammenstellung  eine  Kurve, 

deren  Gestalt  aus  Fig.  45  er- 
sichtlich ist,  wobei  B'  und 
C  die  Punkte  angeben,  in 
denen  die  Abscissen  B  und  C 
endigen.  Da  die  Kurve  drei- 
mal von  einer  Seite  der  Ab- 
scissenachse  auf  die  andere 
übertritt,  nämlich  zwischen  den  Abscissen  —  00  und  B,  zwischen 
B  und  C  und  zwischen  C  und  -f-  00,  so  folgt,  dass  t  für  drei 
reelle  Werte  von  s  verschwindet;  diese  drei  Wurzeln  5^,  s^,  s^ 
der  Gleichung  t  =  0  sind  in  der  Weise  angeordnet: 
—  <x><s^<B<s,<C<s^<-\-(x>. 
Aus  23)  folgt  für  die  Hauptrichtungen,  die  diesen  Wurzeln 
zuffehören: 


27) 


cos  «1  :  cos  ßi  :  cos  y^  =  —  1 
cos  «2  '•  cos  ß^  :  cos  70  =  —  1 
cos  «3  :  cos  ß^  :  cos  ^3  =  —  1 


F 

E 

B-s, 

'C-s,' 

F 

E 

B-s, 

'C-s,> 

F 

E 

B  —  s, 
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Aus  21)  folgt: 

A 

28) 

A 

A 

+ 


E- 


C~  s 


So 


s. 


F^  E- 

B  —  s,  "i"  C'  —  .sj 
F^        ,        E' 


+ 


B-s,     '     6'-.s„ 

Hieraus  erhält  man  durch  Subtraktion  zunächst 

F^  ,  E 


5<,  —  S,  = 


Da  nun    s.^^s^,    so  folgt: 


{C-s,){C. 


-z^i'-'.)- 


29) 


1  + 


1  + 


{B-s^){B-s,) 
und  ebenso: 


\^'^{B^s,){B 


F° 


+ 

+ 
+ 


E' 


{G-s,){C-s,) 


E^ 
E^ 


^  =  0; 


=  0, 
=  0. 


s,)    '    (C- 
Aus  29)  und  27)  ergeben  sich: 

cos  ttj  cos  «2  +  cos  /3i  cos  ß.j  -\-  cos  7^  cos  y^  =^  0 , 

cos  «2  cos  «3  -|-  cos  ß.2   cos  ß.^  -\-   COS  /g  COS  ^g  =  0 , 
cos  Kg  COS  «1  +  cos  /33  cos  /3i  +  cos  ^3  COS  2^1  =  0 . 

Also  findet  man  wieder:  Die  drei  Hauptrichtungen  sind  normal 
zu  einander. 

Wenn  daher  eine  der  Zahlen  D,  E,  jP  verschwindet, 
die  beiden  anderen  aber  von  Null  verschieden  sind, 
so  giebt  es  stets  drei  und  nicht  mehr  als  drei  Haupt- 
richtungen,  und  diese  sind  normal  zu   einander. 

W.  Fall.  Keine  der  drei  Zahlen  D,  JE,  F  ist  gleich  Null. 
In  dem  Systeme  6): 

(A  —  s)  cos  «  +  i^  cos  /3  +  ^  cos  j^  =  0 , 

i^  cos  a  +  (5  —  s)  cos  /3  +  Z)  cos  7  =  0 , 

E  cos  ci  -\-  D  cos  ß  -f-  (C —  s)  cos  y  ^  0 

dividieren    wir   die    erste    Gleichung  durch  EF  und    addieren 


beiderseits 


D    ' 


und  erhalten  dadurch 


cos«     1^  cosß  j^  cos; 
"1       ^      I      ^ 


D 


E 


EF 


a(  .     .     EF\ 


B  I 
1.3* 
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aus  der  zweiten  Gleichung  ziehen  wir  durch  Division  mit  FD 

und  Addition  von  -p    • 

cosa    ,     cosß    .     cosy         cos^  /  t?  _i    FD\ 

-^  +  ^^  +  -^^  =  FS"r~^  +  '^/' 

und  durch  ein  ähnliches  Verfahren  aus  der  dritten  Gleichung 
cosa    ,    cosß    ,    cosy        cosy  /  n  _\    I^^\ 

Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

^  ^         coso:    ,     cosp     .     cosy 

wo   L,  M,  N  bekannte   Grössen   sind,    Q  dagegen  unbekannt 
ist;  wir  haben  jetzt  nach  dem  Vorigen 

31)  Q  =  ^^(s-L),     Q  =  '^(s-M),      Q  =  '^(s-y) 

oder 

EFQ  3         FDQ  DEQ 

32)  cosa  =  ^^,       cos/3  =  ^^3^,       cosj/  =  ^— ^• 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  zwei  andere 
bilden,  welche  unmittelbar  die  Auflösung  unseres  Problems 
liefern;  man  erhält  nämlich  einerseits,  wenn  man  die  obigen 
Werte  von  cos«,  cos/3,  cosy  in  die  Formel  8)  einsetzt  und 
die  entstehende  Gleichung  auf  Q  reduziert: 

33)  g  =  ^ 


dividiert  man  ferner  die  erste  der  Gleichungen  32)  durch  D, 
die  zweite  durch  E,  die  dritte  durch  F  und  addiert  die 
Quotienten,  so  ergiebt  sich  auf  der  linken  Seite  wieder  Q  xmd. 
es  ist  demnach 

_EF     Q  FD      Q        |.-P^_g_ 

^~    D    s  —  L'^    E    s  —  M^    F   s  —  N 
oder 
oi  /i/i       EF     1  FD      1  DE     1    \        ^ 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt  sowohl  durchs    (?  0,   als  durch 

'^^)  ^         D  s-L         E   s-M         F    s  —  X  ' 
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im  ersten  Falle  müsste  uach  Nr.  iilj  entweder  cosa  =  cos/3  =  cosy 
=  0  sein,  was  der  Gleichung  8)  widerspricht,  oder  es  müsste 
gleichzeitig  s  =  L,  s  =  M,  s  =  N  werden,  Avas  nur  unter 
der  besonderen  Voraussetzung,  dass  L,  M,  N  gleiche  Werte 
haben,  geschehen  könnte.  Versparen  wir  einstweilen  die  Unter- 
suchung dieses  Spezialfalles,  so  ist  im  allgemeinen  Q  von  Null 
verschieden,  mithin  bleibt  noch  die  Bedingung  35)  zu  erfüllen. 
Diese  enthält  die  einzige  Unbekannte  s;  hat  man  deren  Wert 
durch  Auflösung  der  Gleichung  ermittelt,  so  findet  sich  Q  aus 
Formel  33),  nachher  dienen  die  Gleichungen  32)  zur  Bestimmung 
der  Winkel   a,  ß,  y. 

Es  gilt   nun,    zu    entscheiden,    wie    viele    reelle   Wurzeln 
die  Gleichung  35)  hat. 

§  32. 

Fortsetzung. 

Durch  Multiplikation  mit   dem  Produkte   der  Differenzen 
s  —  L,  s  —  31  und  s  —  N  erhält  die  Gleichung  35)  die  Form: 

(s  —  L)  (s  —  31)  (s  —  N)—^(s  —  M)  (s  —  N) 

-^'(s-N)(s-L)-^(s-L){s-3I)  =  0*), 

und  nach  Division  mit  DEF: 

{s  —  L){s  —  M)(s  —  N) 

^      _  {s  —  L)(s—3I)  _  (s—N)(s-L)  _  {s—M)(s  —  N)  _  ^ 

Die  links  vom  Gleichheitszeichen  stehende  kubische  Funktion 
von  s  bezeichnen  wir  wieder  mit  t,  und  untersuchen  die  Werte, 


*)    Fükrt  man  die   angedeuteten  Multiplikationen    aus    und    setzt 
nachher  die  für  i,  ilf,  N  angegebenen  Werte   ein,   so  kann  man  die 
obige  Gleichung  auch  in  die  folgende  verwandeln: 
(s  —  A){s  —  B)  {s  —  C) 
—  n\s  —  Ä)  —  E\s  —  B)  —  F^{s—C)  —  2BEF  =  0. 
Diese  einfache  Form  der  ursprünglichen  Gleichung  würde  in  dem  Falle 
bequem  sein,   wo   es   sich  bei  numerisch  gegebenen  JB,  JB,  ...  F  um 
den  Zahlenwert  von  s  handelte,   dagegen  gestattet  sie  keine  so  leichte 
Entscheidung  der  Frage  nach  der  Anzahl  der  reellen  "Wurzeln. 
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welche  t  armimmt,  wenn  s  die  reelle  Zahlenreihe  von  —  oo 
bis  -f-  oo  durchläuft.  Dabei  werden  wir  wieder  s  al.s  Abscisse, 
t  als  Ordinate  auftragen,  und  die  Kurve  betrachten,  welche 
durch  die  Gleichung 

Q7A  {S-L){8~M){S-N) 

dargestellt  wird. 

Das  Produkt  BEF  kann  ebensowohl  positiv  als  negativ 
sein,  im  ersten  Falle  mag  dessen  reziproker  Wert  mit  +  ^> 
im  zweiten  Falle  mit  —  %  bezeichnet   werden,    so   dass  x  in 

beiden  Fällen  den  absoluten  Wert  von  j^^^  ausdrückt.     Die 

Grössen  L,  M,  N  sind  im  allgemeinen  von  einander  ver- 
schieden, es  giebt  also  unter  ihnen  eine  kleinste,  eine  mittlere 
und  eine  grösste,  und  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen 
zu  haben,  wollen  wir  annehmen,  dass  L  <i  M  <C  N,  mithin 
jede  der  Differenzen  N — M,  L  —  N,  M — X  negativ  sei; 
diese  Voraussetzung  beeinträchtigt  übrigens  die  Allgemeinheit 
der  Untersuchung  nicht,  denn  man  wird  bald  bemerken,  dass 
die  nachherigen  Erörterungen  ganz  gleichförmig  auf  jede  andere 
Rangordnung  der  Grössen  L,  M,  N  passen.     Der  Gleichung 

37)  geben  wir  zunächt  die  Form 

t  = 

38)  r  1  1  1  4 

und  denken  uns  ,9  als  unendlich  wachsende  negative  Zahl;  die 

Quotienten 

1  1  1 

F^^i'      7^3?'       7^^^^ 

haben  in  diesem  Falle  die  Null  zur  Grenze,  und  das  Produkt 

(s  —  L)(s  —  3I)(s  —  X) 
erhält  einen  unendlich  wachsenden,  aber  negativen  Wert,  weil 
bei    hinreichend    grossem    negativen    s    jeder    einzelne    Faktor 
desselben    negativ    wird.      AVir   drücken    dies    kurz    durch    die 
Formel  aus: 

für     S  =  —  oo    wird    /  =  ( —  oo)  (+  x)  =  +  oo. 
Nehmen  wir  zweitens  5  ^  L,  so  giebt  die  Gleichung  37)  un- 
mittelbar 


/  = 
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{L  —  M)  {L  —  N) 
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3f  und 


d.  h.  wenn  mau  sich  an  das  über  die  Differenzen  L 
L  —  N  Gesagte  erinnert, 

für   s  =  L    wird  t  negativ. 

Daran  schliessen  sich  ferner  die  Bemerkungen: 

=  M   wird    t  =  -  iM-N)iM-L)   ^    ^    p^^itj^^ 


fii 


s  =  N 


_  _  iN-L){N-M) 
i  jpg  u. 


h.  negativ. 


Pig.  46. 


Wir  denken  uns  zuletzt  s  als  unendlich  Avachsende  positive 
Zahl  und  benutzen  dabei  wieder  die  Form  38);  auch  in  diesem 
Falle  haben  die  dort  erwähnten  Quotienten  die  Null  zur  Grenze, 
dagegen  wächst  das  Produkt  (s  —  L)  (s  —  M)  (s  —  N)  ins 
positiv  Unendliche,  d.  h. 

für    s  =  +  oo    wird    t  =  (+  oo)  (+  x)  =  ^oo. 

Nach  diesen  Ergebnissen  kann  man  sich  leicht  ein  Bild 
von  dem  Verlaufe  der  in  Rede  stehenden  Kurve  entwerfen; 
für  ein  positives  DEF  hat 
sie  die  in  Fig.  46  ange- 
deutete Gestalt,  für  ein  nega- 
tives DEF  entspricht  sie 
der  Fig.  47;  in  beiden  Dar- 
stellungen sind  L,  31,  N 
die  Endpunkte  der  Abscissen 
s  =  L,  s  =  M,  s==K,  wobei 
man  sich  den  Anfangspunkt 
der  Koordinaten  an  belie- 
biger Stelle  auf  der  Achse 
der  s  denken  kann.  Aus 
dem  Anblicke  dieser  Figuren 
geht  hervor,  dass  die  Gleichung  ^  =  0  stets  drei  reelle  Wurzeln 
Sj,  «2?  %   li^tj  ^^tl  zwar  ist,  wenn   x^O: 

L  <  .s,  <  J/  <  s,  <  iS"  <  .§3  <  +  oo 
und  wenn  x  <  0 

—  oo  <  6\  <  Z  <  s,,  <  il/  <  53  <  K. 
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Den  drei  verschiedenen  Werten  s  =  -s^ ,  s  =  S:^,  s  =  s^ 
entsprechen  nach  Formel  33)  drei  verschiedene  Werte  von  Q, 
die  wir  der  Reihe  nach  mit  ^^,  Q.,,  Q^  bezeichnen  wollen; 
diese  liefern  nach  Nr.  32)  drei  verschiedene  Richtungen  der 
parallelen  Sehnen  und  zwar  mögen  die  betreffenden  Richtungs- 
winkel durch  Uy,  ß^,  y^,  a,^,  ß,^,  y.^,  «3,  ß.^,  y^  unterschieden 
werden. 

Um  über  die  gegenseitige  Lage  der  Hauptebenen  Aut- 
schluss  zu  erhalten,  entwickeln  wir  einige  Relationen  zwischen 
den  Wurzeln  der  Gleichung  36).  Da  s^,  s^,  s^  die  genannte 
Gleichung  erfüllen,  so  genügen  sie  auch  der  nicht  wesentlich 
davon  verschiedenen  Gleichung  35);  es  ist  also  gleichzeitig 

FD 


EF 

B    «1 

1 

T 

+ 

EF 

1 

+ 

D    Sj, 

— 

L 

EF 

1 

~L 

+ 

Durch  Subtraktion  der  zweiten  von  der  ersten  Gleichung  und 
nachherige  Multiplikation  mit  DEF  folgt 

da  «2  —  ^1  "^011  Null  verschieden  ist,  so  mnss  der  Inhalt  der 
Parenthese  =  0  sein;  auf  analoge  Weise  kann  man  die  erste 
der  vorigen  Gleichungen  mit  der  dritten,  sowie  die  zweite 
mit  der  dritten  verbinden,  was  zusammen  die  folgenden  Be- 
ziehungen giebt: 


39) 


E^F-  F'-B^  D^E-  ^^ 

E^F-  F-B^  B-K-  _  ^ 

{s,-L){s,-L)'^  {s,-M){s,-M)^  is,-N){s,-N)  —  ^' 

E'-F-  F'-B^  .  B-E^ 


=  0. 


Die  Winkel,  welche  die  Ilauptrichtungen  mit  den  Achsen 
einscliliessen,  bestimmen  sich  nach  Nr.  32),  nämlich: 
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cosa,  =  ^l,       cos/3,  =  ^—^,        cosy,  =  ^-3:^, 
COS  a,  =  —-'^^ '      ^^'  ^2  =  ,;:z3i  ^      ^^«  ?^^'  =  .;— r^' 

Aus  diesen  Werten  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  39): 
cos  a^  cos  «o  +  cos  ß^  cos  /32  +  cos  y,  cos  ^2  =  ^  > 
cos  «2  cos  «..  +  cos  ß^  cos  /Sg  -[-  cos  72  cos  ^3  =  0 , 
cos  «3  cos  «,  +  cos  /Sg  cos  ß^  -\-  cos  7^  cos  7,  =  0. 

Hieraus  folgt:  Die  drei  Hauptrichtungen  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung   sind  zu    einander   senkrecht. 

Wir  betrachten  nun  den  besonderen  Fall  L  =  M  =  N. 
Setzen  wir  zunächst  nur  L==M  voraus,  so  geht  die  Gleichung 
36)  über  in 

kS  —  -^)\  ^EF  F^  E^'  ~W-]~^- 

Diese  hat  die  Wurzel  s,  =  Z;  die  beiden  andern  ergeben  sich 
aus 

^^^  WEF  F^  W-  5*     ~ 

Die  Substitutionen 

s  =  —  oo,      L,      N,      -(-oü 
erteilen  der  linken  Seite  die  Werte 

und  zwar  gelten  die  oberen  oder  unteren  Zeichen,  je  nachdem 
X  ^  0.  Sind  nun  L  und  N  verschieden,  so  haben  L  —  N 
und  N — L  entgegengesetzte  Zeichen,  daher  liegt  sicher  eine 
reeUe  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  zwischen  L  und  JV; 
die  andere  ist  kleiner  als  L  oder  grösser  als  N,  je  nachdem 
X  positiv  oder  negativ  ist. 

Eine  Doppelwurzel  der  Gleichung  36)  kann  daher  nur 
dann  vorhanden  sein,  wenn  ausser  L  ^  M  noch  M  ^  N  er- 
füllt ist.    Alsdann  kann  die  Gleichung  36)  geschrieben  werden: 

41)  i^  —  ^)\-BEF~'F^~W~W-\^^- 


202  AcMes  Kaijitel.    Die  Flächen  zweiten  Grades. 

Da  nach  der  Voraussetzung  I),  E  und  F  nicht  verschwinden, 
so  kann  der  zweite  Klammerinhalt  für  s  =  L  nicht  auch  den 
Wert  Null  annehmen,  also  hat  die  Gleichung  nur  zwei  gleiche 
Wurzeln  s  =^  L,  die  dritte  Wurzel  ist 

42)  s  =  L  +  DEF(^,  +  W^  +  t)' 

Für  diese  Doppelwurzel  s  =  L  geht   das  Sj'stem  6)   über   in 

(A  —  X)  cos  o;  4"  -^  cos  ß  -{-  E  cosy  =  0, 

43)  .  F  cos  a -{-  {B  —  L)  cos  ß -\-  D  cos  y  =  0, 

E  cos  a  -\-  D  cos  ß  -\-  {C  —  L)  cos  y  =  0. 
Berücksichtigt  man,  dass 

44)  L  =  A  —  -^  =  B  —  -^  =  C—-^, 

so  erkennt  man,  dass 

Ä  —  L  =  -^,       B  —  L  =  -^,       C  —  L  =  -^- 

Dividiert  man  die  Gleichungen  43)  nach  Einsetzung  dieser 
Werte  der  Reihe  nach  durch  EF,  FD  und  DE,  so  gehen 
sie  alle  drei  in  ein  und  dieselbe  Gleichung  über,  nämlich  es 
wird  aus  jeder,  wenn  wir  die  zur  Doppelwurzel  gehörige 
Hauptrichtung  mit  a^ß^y^  bezeichnen: 

AP.\  COS  «1     .     cos  ^1  cos  y,  _  ^ 

Die  andere  von  L  verschiedene  Wurzel,  die  wir  mit  s^  be- 
zeichnen  wollen,   ergiebt,   wie  wir  aus  42)   und  44)   ersehen: 

A-s,  =  -DEF(^,  +  ^, 
B-s,  =  ^DEF(^^,  +  ^, 

C-s,  =  -DEF{^,  +  ^:), 

Das  System  9)  wird  daher  durch  eine  Richtung  a  =  «o ,  ß  =  ß^, 
y  =  y.2  erfüllt,  für  welche 

Ai-\  ,0  111 

4t>)  cos  «0  :  cos  Po  :  cos  y.-,  =  yj  '•  -p  '  jr  ' 

Aus  45)  und  46)  folgt  noch 

cosa^  cos  «2  -f~  cos/jj  cos/J^  +  cosj'^  cos  7.3  =  0. 
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Daher  erf,n'ebt  .sich:  Wenn  D,  E,  F  nicht  Null  sind,  so 
hat  die  kubische  Gleichung  l'ür  s  nur  dann  eine 
Doppelwurzel,  wenn  L=M=N]  nur  in  diesem  Falle 
giebt  CS  unzählige  Hauptrichtungen,  die  zu  einer 
Richtung  normal  sind,  die  selbst 'Hauptrichtung  ist. 
Bevor  wir  die  Ergebnisse  dieser  längeren  Untersuchung 
zusammenfassen,  wollen  wir  zeigen,  dass  wenigstens  zwei 
Hauptebenen  in  endlicher  Entfernmig  vom  Anfangspunkte 
liegen.  Zunächst  bemerken  wir,  dass  in  der  Gleichung  einer 
Hauptebene 

I      (Äcosa-\-Fcosß-\-E  cosy)^-\-(Fcosa-\-  B  cosß-{-  D  cos}>)rj 
'^   i  +  (^cosa+7)cos/J+6'cosy)^+(G^cosa  +  77cos/3  +  Jcos^)  =  0 

die  Koeffizienten  der  Koordinaten  die  Werte 

scos«,         scosß,         scosy 

haben;  daher  kann  die  Gleichung  47)  in  der  Form  geschrieben 
weiden 

AQ\                f    I           a         \                (.   i    G  cos a -\- H C08 ß -\- 1 cos y        .. 
48)  cos  a  ■  t, -\- cos ß  ■  1] -f- cos  y '  ^ -\ — ^— ' — -  =  0. 

Das  letzte  Ghed  i.st  dem  Abstände  der  Ebene  vom  An- 
fangspunkte entgegengesetzt  gleich;  die  Ebene  kann  daher 
nur  dann  unendlich  fern  werden,  wenn  s  verschwindet,  und 
nicht  zugleich  der  Zähler.  Im  Falle  I.  kann  5  nur  verschwinden, 
wenn  eine  der  Grössen  A,  B,  C  verschwindet.  Sind  diese 
Zahlen  ungleich,  so  giebt  es  zwei  nicht  verschwindende  Werte 
für  s,  also  zwei  endlich  ferne  Hauptebenen;  sind  zwei  Zahlen 
gleich,  z.  B.  Ä  =  B,  und  von  Null  verschieden,  und  C  =  0, 
so  gehören  zu  s  =  Ä  unendlich  viele  Hauptebenen,  die  alle 
endlich  fern  liegen.  Sind  dagegen  zwei  der  Zalüen  gleich 
Null,  die  dritte,  z.  B.  C,  nicht  Null,  so  ist  die  zu  s  =  C  ge- 
hörige Hauptebene  endlich  fern.  Zu  s  =  Ä  gehören  alsdann 
unendlich  viele  Hauptrichtungen,  welche  normal  zur  ^- Achse 
sind;  wählt  mau  darunter  diejenige  aus,  für  welche  auch 

G  cos  a  -}-  H cos  ß  -\-  I  cos  y  =  0, 

so  hat  die  zu  dieser  Richtung  normale  Hauptebene  einen  un- 
bestimmten Abstand  vom  Anfangspunkte,  d.  i.  jede  zu  der  ge- 
nannten Richtung  normale  Ebene  ist  Hauptebene  der  Fläche; 
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also  giebt  es  auch  in  diesem  Falle  zu  einander  normale  nicht 
unendlich  ferne  Hauptebenen. 

Diese  Schlussweise  wiederholt  sich  in  den  übrigen  Fällen 
II,  m  und  IV. 

Im  II.  Fall  kann,  wenn  z.  B.  D  nicht  verschwindet,  nur 
s  ^=  A  verschwinden.     Ist   dies   der  Fall,   und   die  Bedingung 

{B  —  A){C  —  A)  —  l)-  =  0, 
die  sich  jetzt  wegen  A  ^  0  zu 
49)  BC  —  B^  =  0 

vereinfacht,  nicht  erfüllt,  so  sind  die  beiden  andern  Wurzeln 
für  s  nicht  Null.  Ist  die  Bedingung  49)  erfüllt,  so  ergiebt 
sich  für  s  aus  der  Lösung  der  Gleichung  16)  der  Wert 

s  =  B+  C, 
und  dies   kann  wegen  BC  =  B-  und  J)  ^  0  nicht  Null   seiu; 
die  zugehörige  Hauptebene  ist  daher  nicht  unendlich  fern. 

Die  übrigen  Hauptrichtungen  erfüllen  die  aus  12)  durch 
Einsetzung  von  s  ^  0  hervorgehende  Gleichung 

i^cos/3  +  Dcos7  =  0. 

Wählt    man    darunter    die   eindeutig    bestimmte   aus,    für 

G  cos  a  -{-  H  cos  ß  -\-  I  cos  y  ^  0, 

so  gehören  dieser  Richtung  alle  zu  derselben  normalen  Ebenen 
als  Hauptebenen  zu. 

Im  in.  Falle  sind  die  drei  Werte  für  ö'  stets  ungleich, 
also  immer  zwei  von  Null  verschieden. 

Im  IV.  Falle  kommen  zwei  gleiche  verschwindende  Werte 
von  s  nur  vor,  wenn 

Die  zugehörigen  Hauptrichtungen  erfüDen  die  Gleichimgeu 

cos«     .     cosß     1     cosy  -, 

n  +   £:   +   F   =  ^• 

Wählt  man  wieder  diejenige  unter  diesea  unendlich  vielen 
Richtungen,  für  welche 

G  cos  a  -{-  H  cos  ß  -\-  I  cos  y  =  0, 

so  ist  jede  zu  dieser  Richtung  normale  Ebene  eine  Haupt- 
ebene.     Wir    schliesseu    daher:    Bei    jeder    Fläche    zweiter 
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Ordnung  kann  man  immer  zwei  zu  einander  nor- 
male Hauptebenen  angeben,  die  nicht  unendlich 
fern    sind. 

Wir  geben  nun  eine  übersichtliche  Zusammenstellung 
der  gewonnenen  Ergebnisse. 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  hat  im  allgemeinen,  d.  i. 
wemi  nicht  besondere  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
Koeffizienten  der  Gleichung  der  Fläche  erfüllt  sind,  ein  ein- 
deutig bestimmtes  Centrum  und  drei  dasselbe  enthaltende 
zu  einander  senkrechte  Hauptebenen.  Ist  Ä  ^  B  =  C  ^  Oj 
D^E^F=0,  so  ist  das  Centrum  ein  im  Endlichen  ge- 
legener Punkt,  und  jede  Diametralebene  ist  eine  Hauptebene 
(Kugelfall). 

Ist  eine  der  sieben  Bedingunffen  erfüllt 

I)=E  =  F=0,  B=C^A, 

I)=E  =  F=0,  C  =  A^B, 

j)=E  =  F=0,  A  =  B^C, 

D^O,      E  =  0,      F=0,  (B  —  Ä){C  —  Ä)—D^  =  0 

n  =  0,      E^O,      F=0,  {Ä—B){C  —  B)  —  E'  =  0 

B  =  0,      E^O,      F^O,  (A  —  C){B—C)  —  F'  =  0 

D^O,       ^^0,       F^O, 

so  zerfallen  die  Hauptrichtuugen  in  zwei  Gruppen;  eine  Gruppe 
besteht  aus  einer  einzelnen  Hauptrichtung,  die  andere  aus  allen 
Richtungen,  die  zu  dieser  einzelnen  normal  sind.  Wenn  zu 
der  genannten  Bedingung  in  den  einzelnen  Fällen  der  Reihe 
nach  folgende  treten 

B=C  =  0-         C=A  =  0;         A  =  B  =  0- 

A  =  0:         B  =  0:         C  =  0- 

,         EF  _  FD_^        ^^_n. 

so  sind  die  zur  zweiten  Gruppe  gehörigen  Hauptebenen  un- 
endlich fern,  bis  auf  eine  Schar  von  Parallelebenen,  die 
sämtlich  Hauptebenen  sind. 
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§  33. 

Schluss. 

Die  Thatsache,  dass  bei  jeder  Fläche  zweiter  Ordnuiig 
zwei  nicht  unendlich  ferne  Hauptebenen  vorhanden  sind,  die 
aufeinander  senkrecht  stehen,  legt  uns  den  Gedanken  nahe, 
dieselben  zu  Koordinatenebenen  zu  machen;  den  Koordinaten- 
anfang legen  wir  beliebig  auf  den  geradlinigen  Durchschnitt 
derselben,  so  dass  die  dritte  Koordinatenebene  der  dritten 
Hauptebene  parallel  liegt.  Ist  nun  in  dem  neuen  recht- 
winkligen Koordinatensysteme,  dessen  Koordinaten  x'y  y',  z' 
heissen  mögen,  die  Ebene  y' z'  eine  Hauptebene,  so  muss 
jeder  in  dieser  Ebene  liegende  Punkt  y' z'  der  Mittelpunkt 
einer  darauf  senkrechten  (zur  a;'-Achse  parallelen)  Sehne  sein, 
d.  h.  jedem  Koordinatenpaare  y' z'  müssen  zwei  gleich  grosse 
und  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzte  x'  entsprechen.  Hier- 
aus folgt,  dass  die  transformierte  Gleichung,  welche  die  Form 

Äx'^  -f  B'y"'  -f  Cz'-  +  2T)'y'z'  +  2E'z'x'  -f  '2F'x'y' 

+  2  G'x'  -f  2  R'y'  -f  2 1'z'  -\- K' =  0 

besitzen    würde,    rein    quadratisch    in    Beziehung    auf  x'   sein 

muss;  sie  lautet  daher 

Äx'^  +  B'y'-  +  C'z'^-  +  2B'y'z'  +  2H'y'  -f  2I'z'  +  K'=0. 

Ist  zweitens  die  Koordinatenebene  x'z'  eine  Hauptebene, 
so  entsprechen  jedem  Avillkürlich  gewählten  Koordinatenpaare 
x'z'  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  y' ,  es  verschwinden 
daher  auch  die  Koeffizienten  aller  mit  der  ersten  Potenz  von 
y'  behafteten  Glieder,  d.  h.  die  Gleichung  jeder  Fläche 
zweiten   Grades  kann  auf  die  Form 

50)  Äx'^  +  B'y"-  +  C'z'  +  2  I'z'  +  K'  =  0 
gebracht  werden. 

Ist  r  ^  0,  so  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  zu 

51)  Äx"'  +  B'y'-'  +  Cz"'  +  K'=0. 

Ist  dagegen  I'  von  Null  verschieden,  so  entsteht  eine 
weitere  Vereinfachung  der  Gleichung  50)  dadurch,  da!>s  man 
den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  auf  der  ^-Achse  um   die 

Strecke     ^7  verschiebt;   setzt  man  nämlich 
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,  „  ,  „         1' 

X  =x  ,        y  =>j  ,        z  =  Z  —jy, 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  in 

52)  Äx'"'  +  B'y"-  +  C'z"'  +  77  +  i<^'  =  0, 

wobei  man  die  beiden  unveränderlichen  Grössen  zusammen 
mit  einem  einzigen  Buchstaben  bezeichnen  könnte. 

Die  soeben  ausgeführte  Verschiebung  des  Koordinaten- 
anfangs wird  in  dem  Falle  6"==0  unmöglich;  für  diesen  Fall, 
in  welchem  also  statt  Nr.  50) 

53)  A'x'-  +  B'y"^  +  2 1'z'  +  K'  =  0 

zu  schreiben  ist,   dient   eine   andere   durch   die  Substitutionen 

,         ,,  ,         „        K' 

X  =x  ,       y  =  y  ,       "^  =  ^  ~  2/' 

angezeigte  Koordinatenänderung;   sie  giebt 

54)  Ä'x"^  +  B'y"'^  +  2 1'z"  =  0. 

Bei  Unterdrückung  der  nicht  mehr  nötigen  Accente  haben 
wir  nun  folgenden  Lehrsatz:  Wenn  man  zwei  Hauptebenen 
einer  Fläche  zweiten  Grades  zu  den  Koordinaten- 
ebenen der  xz  und  yz  nimmt,  so  lässt  sich  die  Glei- 
chung der  Fläche  auf  die  eine  oder  andere  der 
beiden  Formen 

55)  Ax'^  +  Bt/  +  Cz'-  =  K, 

56)  Äx^  +  By'  =  2  Iz 

zurückführen;  die  Flächen  zweiten  Grades  zerfallen 
daher  in  zwei  verschiedene  Arten,  je  nachdem  ihre 
Gleichungen  der  einen  oder  der  anderen  Form  an- 
gehören. 

Die  Funktionen  T^,  T^,  T^,  T^  (§  30,  Nr.  8)  werden  bei  55) 

T^  =  Ax,        T,  =  By,        T,  =  Cz,        T,  =  K, 
bei  56) 

T,  =  Ax,        T,  =  By,        T,  =  I,  T,  =  Iz. 

In  beiden  Fällen  beschränkt  sich  je  eine  auf  das  Absolut- 
glied. Man  kann  diese  als  lineare  Funktionen  betrachten,  bei 
denen  die  Koeffizienten  der  Koordinaten  gegen  das  Absolut- 
glied verschwinden.    Eine  solche  Funktion  gleich  Null  gesetzt 
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stellt  daher  eine  Ebene  mit  unendlicli  langen  Achsenabschnitten, 
also  in  unendlicher  Ferne,  dar. 

Die  übrigen  drei  Funktionen  werden,  wenn  keine  identisch 
verschwindet,  nur  Null  für  die  Koordinaten  des  Nullpunkts. 
Hieraus  folgt  (vergl.  S.  180  u.  181):  Wenn  keine  der  Zahlen 
A,  B,  C,  I,  K  verschwindet,  so  haben  die  durch  55) 
und  56)  dargestellten  Flächen  weder  eine  eigentliche 
noch  uneigentliche  Spitze.  Wenn  wenigstens  ein 
Koeffizient  verschwindet,  so  stellt  die  betreffende 
Gleichung   eine  Fläche   mit   Spitze   dar. 

Ist  bei  55)  das  Absolutglied  Ä"  =  0,  dagegen  ^  ^  0, 
J5  ^  0,  C  ^  0,  so  ist  der  Nullpunkt  die  eindeutig  bestimmte 
Spitze  der  Fläche;  wenn  ausser  K  noch  wenigstens  eine  der 
Zahlen  A,  B,  C  verschwindet,  so  ist  die  Spitze  unendlich 
vieldeutig  bestimmt. 

Ist  bei  56)  1=0,  so  verschwinden  Tg  und  T^  identisch, 
und  jeder  Punkt  der  ^'- Achse  ist  Spitze;  verschwindet  da- 
gegen A  oder  B,  so  ist  die  Spitze  eindeutig  im  Unendlichen 
gelegen. 

Wenn  wir  ausdrücklich  unter  A,  B,  C,  I,  K  nicht  ver- 
schwindende Zahlen  verstehen,  so  gewinnen  wir  damit  zunächst 
folgenden  Überblick: 

A.    Flächen   zweiten   Grades   ohne   Spitze. 

57)  I.     Ax^  +  B^f  +  Cs-  =  K, 

58)  n.         Ax^  J^By'-  =  2  Iz, 

B.    Flächen  zweiten   Grades   mit   Spitze. 

I.  Die  Spitze  ist  eindeutig  bestimmt  im  Nullpunkte. 

59)  Aj-  +  Brf  +  Cz-  =  0. 

II.  Die  Spitze  ist  eindeutig  bestimmt  und  unendlich  fern. 

60)  a)     Ax'  +  Bif  =  K, 

(oder     Ax'  +  Cz-  =  K,     oder    Bif  +  Cz-  =  K) 

61)  b)     Ax-  =  2Iz,       (oder    Bir  =  2Iz). 

III.  Der  Ort  der  Spitzen  ist  eine  nicht  unendlich  ferne  Gerade. 
G2)  Ax--\-B}r  =  0. 
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IV.  Der  Ort  der  Spitzen  ist  eine  unendlich  ferne  Gerade. 
GB)     a)     Ax'^K     (oder  By- =  K,     oder  Cz^  =  K). 

64)  b)     2Iz  =  (). 

V.  Der  Ort  der  Spitzen  ist  eine  Ebene. 

65)  Äx-  =  0     (oder  Br  =  0,     oderCz^  =  ()). 

Bei  57)  und  59)  bestimmen  sich  die  Koordinaten  des 
Mittelpunkts  aus  den  Gleichungen 

Äx  =  0,         By  =  0,         Cz  =  0, 

die  den  Nullpunkt  als  eindeutig  bestimmten  Mittelpunkt  er- 
geben. Bei  allen  übrigen  Flächen  ist  dagegen  der  Mittelpunkt 
entweder  unendlich  fern  oder  unbestimmt;  daher  treten  die 
Flächen  57)  und  59)  als  Flächen  mit  endlich  fernem,  eindeutig 
bestimmten  Mittelpunkte  allen  anderen  Flächen  zweiten  Grades 
gegenüber. 

Endlich  würde  noch  zu  entscheiden  sein,  wieviel  indivi- 
duelle Flächen  zweiten  Grades  in  jeder  einzelnen  Gattung  ent- 
halten sind;  hierzu  bedarf  es  nur  einer  Untersuchung  über 
die  verschiedenen  möglichen  Vorzeichen,  welche  die  Grössen 
Äf  B,  C,  K,  I  in  den  Gleichungen  57)  bis  65)  haben  können. 

Wir  dividieren  57)  durch  jST,  und  setzen  dann 

bilden  wir  nun  alle  möglichen  Kombinationen  der  Vorzeichen, 
so  entstehen  folg-ende  acht  Gleichungen: 


-  + 

y 

■  + 

f^=i. 

_  _J_  2/    —  =  1 

X-         y^         z- 
a^          &*  "f"  c- 

=  1, 

«2        ft2-r  c«  —  ^y 

x^    1^  2/"         ^^ 

=  1, 

^'  4-  ^  _L  £1  =  1 

1     x^         y-         z^ 

"T"  "^  ~  P  ~  7^ 

=  1, 

- 

y- 
b 

- 

c2         ^• 

Diesen  entsprechen  aber  nicht  acht  verschiedene  Flächen, 
namentlich  sind  diejenigen  Flächen  ihrer  Natur  nach  iden- 
tisch, deren  Gleichungen  in   einer  Gruppe   beisammen  stehen. 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  II.  14 
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Schreibt  man  z.  B.  in  der  zweiten  Gleichung  derjenigen 
Gruppe,  welche  zwei  positive  Zeichen  neben  einem  negativen 
enthält,  x^,  z^,  y^  für  x,  y,  z  und  «j,  c^,  h^  für  a,  h,  c,  so 
verwandelt  sich  dieselbe  in 


Cx*  "^  W 


=  1 


und  wird  dadurch  identisch  mit  der  ersten  Gleichung  derselben 
Gruppe;  beide  Flächen  unterscheiden  sich  daher  nicht  der  Art 
sondern  nur  der  Lage  nach;  auf  gleiche  Weise  kann  die  Gleich- 
heit der  übrigen  in  einer  Gruppe  befindlichen  Flächen  nach- 
gewiesen werden.  Ausserdem  ist  noch  zu  beachten,  dass  die 
letzte  der  vorigen  Gleichungen  keinen  geometrischen  Sinn  hat, 
weil  die  Summe  mehrerer  negativen  Zahlen  nicht  =  -}-  1  sein 
kann.     Demnach  bleiben  nur  die  drei  Gleichungen: 


66) 


als   Repräsentanten   von    drei   wirklich   verschiedenen  Flächen 
übrig. 

Wir   wenden  uns  weiter  zu   den   Flächen  58),   dividieren 
hier  durch  I  und  setzen 

I  —  '±-  a'  I  ~^  b  ' 

wobei   jede    der   Grössen   a  und  h    an    sich    positiv    sei.     Die 
Kombination  der  Vorzeichen  liefert  folgende  vier  Gleichungen: 


«2 

+ 

b^ 

-k 

z^ 

"p 

= 

1, 

x^ 

+ 

y' 
b' 

— 

= 

1, 

X- 

— 

y' 
b^ 

+ 

^2 

= 

1 

a     '      b               ' 

--^  =  2z, 

a           b              ' 

a          b              ' 

a   ^    b 

Hier  können  wiederum  die  in  einer  Gruppe  beisammen  stehen- 
den Gleichungen  zur  Identität  gebracht  werden  und  zwar  da- 
durch, dass  man  der  ^- Achse  die  entgegengesetzte  Lage  giebt, 
d.  h.  2  =  —  z'  setzt;  demnach  bleiben  nur  die  zwei  durch  die 
Gleichuuffeu 
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a 

+ 

h 

2z, 

(i 

— 

y' 

b 

2z 
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G7) 


repräsentierten  Flächen  als  reell  verschiedene  übrig. 

Die  Gleichung  59)  stellt  einen  Kegel  dar;  haben  Ä,  J],  C 
dasselbe  Vorzeichen,  so  ist  von  dem  ganzen  Kegel  nur  die 
Spitze  X  ^^  y  =  z  =  0  reell,  ausserdem  hat  die  Fläche  keinen 
reellen  Punkt.  Haben  die  Koeffizienten  nicht  dasselbe  Zeichen, 
so  kann  man  die  Gleichung  in  eine  der  drei  Formen  bringen 


—  ^  =  0, 


+ 


0, 


--:  + 

a-    ' 


?  +  i^  =  ^' 

die  wiederum  keine  wesentlichen  Verschiedenheiten,  sondern 
nur  verschiedene  Lagen  gegen  die  Koordinatenebenen  be- 
zeichnen. 

Bei  60)  setzen  wir  wieder 


und  erhalten 


^  =  +  1 


K 


-4-^  =  1 


I.=  l, 


^    I  y      1 
—  7:1  -r  T2  =  -i' 


Von  diesen  vier  Gleichungen  stellt  die  erste  einen  ellip- 
tischen Cylinder,  die  dritte  und  vierte  einen  hyperbo- 
lischen Cylinder  (mit  verschiedenen  Lagen  gegen  die  x- 
und  y- Achse)  dar;  die  dritte  Gleichung  wird  von  reellen 
Punkten  nicht  erfüllt. 

Die  Gleichung  61)  stellt  einen  parabolischen  Cylinder 
dar,  dessen  Mantellinien  die  Richtung  der  y- Achse  haben. 

Bei  62)  setzen  wir 


—  a-  ' 
und  erhalten  eine  der  Formen 


-5=4- 


b- 


y 


h-i      ^) 


A.  -f  f  ,  =  0 


b' 


14* 
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Die  erste  stellt  die  Ebenen  dar 

die    andere  wird    von    den  Punkten    der  ^- Achse,    aber  nicht 
von  weiteren  reellen  Punkten,  befriedigt. 
Bei  Gleichung  63)  setzen  wir 

und  erhalten  die  Formen 


1 


Die  erste  ergiebt  zwei  Ebenen  senkrecht  zur  a:- Achse;  die 
andere  wird  von  reellen  Punkten  nicht  erfüllt. 

Will  man  64)  noch  als  Gleichung  zweiten  Grades  gelten 
lassen,  so  muss  man  sie  der  Ebene  ^  =  0  im  Verein  mit  einer 
unendlich  fernen  Ebene  zuerkennen.  Die  Gleichung  65)  stellt 
eine  Doppelebene  (x  =  0,  oder  y^O,  oder  ^r  =  0)  dar. 
Schliessen  wir  die  in  Ebenen  zerfallenden  Gebilde  zweiten 
Grades  aus,  so  erhalten  wir  demnach  neun  Arten  von 
Flächen  zweiten  Grades:  Das  Ellipsoid,  das  einschalige  Hyper- 
boloid, das  zweischalige  Hyperboloid,  das  elliptische  Paraboloid, 
das  hyperbolische  Paraboloid,  den  Kegel  zweiten  Grades,  den 
elliptischen  Cylinder,  den  hyperbolischen  Cylinder  und  den 
parabolischen  Cylinder. 

Von  diesen  Flächen  haben  wir  die  vier  letztjjenannten 
schon  in  früheren  Abschnitten  kennen  gelernt;  die  ersten  fünf 
wollen  wir  der  Reihe  nach  jetzt  untersuchen. 

§34. 

Das  Ellipsoid. 

Gestalt  der  Fläche.  Die  erste  von  den  zentrischen 
Flächen  zweiten  Grades  wird  durch  die  Gleichung: 

1)  f^: + ^ + f!  =  1 

charakterisiert,  mittels  deren  man  leicht  Auskunft  über  ihre 
Gestalt  erlangen  kann.  Um  zunächst  die  Spuren  oder  so- 
genannten Hauptschnitte  der  Fläche  kennen  zu  lernen,  setzen 
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wir  der  Reihe  nach 
entsprechend 


=  0,  y  =  0^  X  =  0,  und  erhalten  dem- 


+ 


y- 
b- 


-"  +-  =1, 

a-    '     f-  ' 


+  ^  =  1; 


diese  Gleicliungen  geben  zu  erkennen ^  dass  alle  drei  Haupt- 
schnitte Ellipsen  sind,  und  zwar  besitzt  der  Schnitt  mit  der 
a'?/-Ebene  die  Halbachsen  a  und  h,  der  a;^-Schnitt  die  Halb- 
achsen a  und  c,  endlich  der  y^-Schnitt  die  Halbachsen  h  und  c. 
Legt  man  ferner  in  der  Höhe  Jt,  über  der  xy-^hene  eine  zu 
dieser  parallele  Ebene,  d.  h.  nimmt  man  2  unveränderlich  =  h, 
so  schneidet  letztere  Ebene  die  Fläche  in  einer  Linie,  welche 


oder 


fv^ 


.    t  +  ^'  =  1 


+ 


h- 


=  1 


tV^ 


zur  Gleichung  hat;  der  Durchschnitt  ist  folglich  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen 

^Y^^ZIh'-     und     -y^^^Tp. 

Dire  grössten  Werte  erhalten  dieselben  für  /i=  0;  bei  wachsen- 
dem h  nehmen  sie  ab,  reduzieren  sich  für  h  =  c  auf  Null  (in 
welchem  Falle  der  Querschnitt  zu  einem  Punkte  wird)  und 
werden  endlich  imaginär  für  It  >  c.  Man  kann  sich  demnach 
die  Fläche  durch  die  Peri- 
pherie einer  yeränderlichen 
Ellipse  erzeugt  denken,  wenn 
letztere  parallel  zuricy-Ebene 
verschoben  wird  und  gleich- 
zeitig ihre  Scheitel  auf  zwei 
festen  Ellipsen  fortrücken, 
deren  eine  in  der  a;^- Ebene 
aus  den  Halbachsen  OA  =  a, 
OC  =^  c,   und   deren   andere 

in  der  i/^-Ebene  aus  den  Halbachsen  OB  =  b,  OC  =^  c  kon- 
struiert ist.  Die  Linien  «,  h,  c  nennt  man  die  Halbachsen 
der  Fläche  und  letztere  ein  dreiachsiges  Ellipsoid.  Für 
I)  =  a  y-  c    verwandelt     sich     dasselbe     in     das     abgeplattete 
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Rotationsellipsoid  mit  c  als  Drehungsachse,  für  c  =  &  <  «  in 
das  durch  Drehung  um  die  ic- Achse  entstandene  gestreckte 
Rotationsellipsoid;  für  a"^!)  und  c  =  oc  geht  das  dreiachsige 
EUipsoid  in  einen  elliptischen  Cylinder  über,  dessen  Normal- 
querschnitt die  Halbachsen  a  und  h  besitzt. 

Ebene  Schnitte.    Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

2)  Ax-[-B^j-[-  Cz  =  D 

sein  möge,  schneidet  das  EUipsoid  in  einer  krummen  Linie, 
für  welche  die  Gleichung  der  Horizontalprojektion  durch  Eli- 
mination von  0  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  bestimmt  wird; 
das  Resultat  dieser  leichten  Rechnung  ist  von  der  Form 

3)  Ay-  +  By  -f  2C,xy  +  2J),x  -f  2E,y  +  F,  =  0, 
worin  Ä^,  B^  ...  F^  folgende  Werte  besitzen: 

._J^C^  ^_B^,C^         ^,  _  AB 

1  f..      7  1  f>t     }  lg. 

Demzufolge  ist 

1  11  a-o-c- 

und  da  der  Ausdruck  rechter  Hand,  mithin  auch  C^-  —  A^B^ 
jederzeit  negativ  bleibt,  so  charakterisiert  die  Gleichung  3)  im 
allgemeinen  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  die  Koordinaten 

..  _B,D,-C,E,  A,  E,  -  C,  A 

'*;  ^0—     C^i  —  A^B^    '  ^0  C^-  —  A^B^ 

besitzt.  Die  Halbachsen  dieser  Ellipse  sind  nach  einem  be- 
kamiten  Satze  reell,  wenn  der  Ausdruck 
5)  A,E,'  +  AB,'  +  {C^-A,B,)F,  -2L\B,E, 
positiv  ist;  hat  der  vorstehende  Ausdruck  den  Wert  Null,  so 
verschwinden  die  Halbachsen  der  Ellipse  und  es  reduziert  sich 
die  Kurve  auf  ihren  durch  die  Gleichungen  4)  bestimmten 
Mittelpunkt;  ist  endlich  der  erwähnte  Ausdruck  negativ,  so 
Averden  die  Halbachsen  der  Ellipse  imaginär  imd  die  Glei- 
chung 3)  verliert  ihre  geometrische  Bedeutung.  Vermöge  der 
Werte  von  ^j ,  ^  ?  ^i  •  •  •  -^i  geben  die  Fonneln  4) 
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als  ebene  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Sehnittprojektion; 
die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schnittellipse  selber  sind 
die  nämlichen  Xq,  y^  und  das  ihnen  vermöge  der  Gleichung  2) 
entsprechende  C'Dc- 

Ferner  wird  der   in  Nr.  5j  verzeichnete  Ausdruck   gleich  dem 

folgenden  ,,^ 

-4^  (A^i'  +  B'h-  +  C'ü'  —  Z>-), 

dessen  Vorzeichen  lediglich  voji  dem  Inhalte  der  Klammer 
abhänsrt.  Unter  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  die  Schnitt- 
kurve  immer  derselben  Natur  wie  ihre  Projektion  sein  muss, 
haben  wir  als  Gesamtresultat  der  vorigen  Erörterungen  den 
Satz:  weim  der  Ausdruck 
6)  z/  =  Ähi'  +  B'b'-  +  C-r  —  1)2 

einen  positiven  Wert  erhält,  so  schneidet  die  Ebene  2)  das 
EUipsoid  1)  in  einer  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  durch  die 
Koordinaten 

_   ADa^  BBh-  ^    CDc^ 

bestimmt  ist;  für  z/  =  0  hat  die  Ebene  mit  der  Fläche  nur 
den  einen  durch  die  Koordinaten 

bestimmten  Punkt  gemein;  bei  negativen  ^  besitzen  beide 
Flächen  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt. 

Von  Interesse  ist  noch  die  Frage,  ob  es  solche  Lagen 
der  sclineideuden  Ebene  giebt,  dass  die  entstehenden  Schnitt- 
ellipseu  auch  bei  dem  dreiachsigen  EUipsoid  zu  Kreisen 
werden,  wie  dies  bei  den  Rotationsellipsoiden  der  Fall  ist. 
Um  hinsichtlich  der  Achsenverhältnisse  eine  bestimmte  Vor- 
stellung zu  haben,  setzen  wir  a  '>  l  >  c  voraus,  worin  keine 
Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  liegt,  weil  es  jederzeit 
freisteht,  die  grösste  der  Halbachsen  zur  a;-Achse,  die  mittlere 
zur  2/- Achse  imd  die  kleinste  zur  ^- Achse  zu  wählen.  A\ir 
schneiden  ferner  das  EUipsoid  durch  eine  Ebene,  deren  Hori- 
zontalspur  mit    der  a'- Achse    den  Winkel  z^    einschliesst    und 
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deren  Neigungswinkel  gegen  die  a</-Ebene  '&•  heissen  möge. 
Der  Durclischnitt  dieser  Ebene  mit  der  ic-Achse  sei  der  An- 
fangspunkt eines  neuen  Koordinatensystems  und  seine  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  =  A';  die  Horizontal- 
spur der  Ebene  nehmen  wir  zur  Achse  der  x  und  senkrecht 
darauf  die  Achse  der  y'  in  der  Ebene  selbst.  Die  Gleichung 
des  Durchschnittes  beider  Flächen  ergiebt  sich  aus  Nr.  1) 
durch  Substitution  der  Werte  (§  22,  Nr.  8): 

X  =^}i  -\-  x  cos  -^  —  v/'  sin  ■^  cos  ^^ 
y  ^  x'  sin  i^  -\-  y'  cos  t/^  cos  -S-, 

z  =  y'  am%-, 

und  zwar  ist  das  Resultat  von  der  Form 

7)  Äx'^  -f  B'y"'  +  2  G'x'y'  +  2I)'x'  +  2E'y'  +  F'  =  0, 

worin  Ä,  B\  C\  auf  die  es  nur  ankommt,  folgende  Werte 
haben: 

^,,        («-  —  b^)  COS  ip  sin  ip  cos  -9' 
a^b- 

Die  Gleichung  7)  repräsentiert  einen  Kreis,  wenn  die  Be- 
dingungen C  =  0  und  .4'=  B'  gleichzeitig  erfüllt  sind:  die 
erste  giebt  entweder 

coS'O' =^  0     oder     sini/;  =  0     oder     cos^  =  0; 

die  zweite  Bedingung 

„.  cos*i/>    ,    sin^t/)         /sin*i/)     ,    cos*t/>\         ^^     ,     sin^^S- 

8)  -^-  +  -p-  =  (-.-  +  -^ j  cos-  ^  +  -^ 

liefert  im  Falle  cos  -O-  =  0  für  cos  il'  den  (wegen  Z<  <  a  i  im- 
möglichen Wert  

ayb-  —  c" 
cos  ^  ^      ' 


der  zweite  Fall  sin  i^  =  0  führt  zu  dem  Ausdrucke 


•    o.         cVb-  —  a- 
sm  d-  =  — ^  , 

w^  eich  er  gleichfalls  imaginär  ist;   für  cos  j/-  =  0  endlich  erhält 

mau  aus  Nr.  8): 
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9 )  sin  0-  =  — —  ■■_: ■  =  -j-  •  ■  • 

^  bya*  —  c-  ^      ya*  —  c- 

Der  rechter  Hand  stehende  Ausdruck  ist  reell  und  jederzeit 
<  1,  weil  er  als  Produkt  zweier  echten  Brüche  dargestellt 
werden  komite.  Die  Formel  9)  giebt  für  -0"  zwei  verschiedene 
Werte,  es  existieren  daher  im  allgemeinen  zwei  verschiedene 
Systeme  i)aralleler  Ebenen,  welche  das  Ellipsoid  in  Kreisen 
schneiden;  wegen  t/>  =  90^  stehen  alle  derartigen  Ebenen 
senkrecht  auf  der  a:^;-Ebene,  d.  h.  auf  der  Ebene  der  grössten 
und  kleinsten  Achse,  ihre  Gleichungen  (oder  auch  die  ihrer 
iC^-Spuren)  haben  die  gemeinschaftliche  Form 

3  =  (x  —  /i)  tan  d-, 

d.  h.  zufolge  des  Wertes  von  tanO- 


cycr  —  h-(x  —  k)±ayh'^  —  c' ■  z  =  0 
oder 


10)         cl/a^  — &2 .  X  ±  ayb-  —  c'  ■  z  =  cl-ycr  —  h' 
Die  Schnitte  sind  reell,  solange 

^  =  C^  «2  («2  _  ^2)  _  ^^2  _  J^2^  ^2  } 

positiv  ist,  d.  h.  solange 

bleibt;  sie  werden  für 

^'^     a'-b 
zu  Punkten,  deren  Koordinaten  sind 


a^a-- 

-C) 

a*- 

■b^ 

a'-{a-- 

-c') 

I      a  ya-  —  b'  f.  _^      cyb-  —  c- 


"|/a*  — c^    '  —     ya-  —  c- 

wobei  alle  Kombinationen  der  Vorzeichen  gelten;  endlich  hören 
die  Kreisschnitte  auf  zu  existieren,  wenn  h^  die  angegebene 
Grösse  überschreitet.  Die  vier  erwähnten  Punkte,  welche  als 
Kreise  mit  verschwindend  kleinen  Halbmessern  zu  betrachten  sind, 
pflegt  man  die  vier  Kreispunkte  des  EUipsoides  zu  nennen. 
Diese  Ergebnisse  sind  übrigens  leicht  graphisch  darzu- 
stellen, wenn  man  die  Fläche  auf  zwei  den  Koordinatenebenen 
xy  und  xz  parallele  Ebenen  projiziert;  in  der  Horizontal- 
projektion hat  man  die  beiden  Halbachsen  0'Ä=^a,  0'B'=hj 
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in  der  Vertikalprojektion  die  Halbachsen  0"A"=a,  0"C"=^C', 
beschreibt  man  aus  0"  mit  h  als  Halbmesser  einen  Kreis, 
welcher  die  Vertikalellipse  u.  a.  in  D  schneidet,  so  ist 

cYa^  —  b- 


sin  Ä"0"D  = 


Zz-j/fc* 


mithin   d-   entweder  =iÄ"0"D    oder   gleich    dessen   Neben- 
winkel Ä"0"E.     Alle    auf   der  Ebene    der  Vertikalprojektion 

(Bildebene)  senkrechten  und  zu 
0"D  oder  0"^  parallelen  Ebenen 
schneiden  das  Ellipsoid  iu  Krei- 
sen (drei  derselben  sind  in  der 
Figur  angegeben  und  erscheinen 
in  der  Horizontalprojektion  der 
Ellipsen);  die  Halbmesser  der 
Kreise  werden  um  so  kleiner, 
—  je  weiter  sich  die  Schnitte  vom 
Mittelpunkte  der  Fläche  ent- 
fernen, und  gehen  zuletzt  in 
Null  über.  Die  Mittelpunkte 
-4  aller  erwähnten  Kreise  liegen 
auf  denjenigen  Durchmessern 
der  Vertikalellipse,  welche  ent- 
weder zur  Seimenrichtung  OD 
oder  zur  Richtung  OE  gehören; 
die  Endpunkte  der  Durchmesser  sind  die  vier  Kreispunkte  der 
Fläche  und  in  der  Figur  durch  Sternchen  bezeichnet. 

Berührungsebenen  und  Normalen.  AVir  betrachten 
endlich  den  Fall,  wo  die  Ebene  nur  einen  Punkt  mit  der 
Fläche  gemein  hat,  d.  h.  letztere  in  diesem  Punkte  berührt, 
und  lösen  die  hieran  sich  knüpfende  Aufgabe,  „durch  einen 
gegebenen  Punkt  xys  des  Ellipsoids  eine  Tangentialebene  an 
letzteres  zu  legen".     Nennen  wir 


11) 


A^^-\-Bii-\-Ct  =  I) 


die    Gleichung    der    gesuchten    Ebene,    so    müssen    nacli    dem 
vorigen  die  Bedinguncren 


Ä'a'  +  ir^-  +  Hc-  =  D-, 
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erfüllt   sein;    aus    den    letzten   Gleichungen   folgen   die  Werte 

welche  der  ersten  Bedingung  genügen,  weil  der  Punkt  xyz, 
vermöge  der  gemachten  Voraussetzung,  auf  der  Fläche  liegt. 
Nach  Substitution  der  Werte  von  A,  B,  C  erhalten  wir  aus  Nr.  11): 

12)  ^a  +  ^TV  +  ^i=i 

als  Gleichung   der  Berührungsebene   am  Punkte  xyz]   ihre 

Spuren  schneiden  von  den  Koordinatenachsen  die  Strecken  — , 
7,8      ,2  -  ^ 

— ,  —  ab  und  sind  hiernach  sehr  leicht  zu  konstruieren. 

Eine   auf  der  Berührungsebene   im  Berührungspunkte  er- 
richtete Senkrechte  hat  die  Gleichungen 

womit  die  durch  den  Punkt  xyz  gehende  Normale  der  Fläche 
bestimmt  ist. 

§35. 

Das  einfache  Hyperboloid. 

Gestalt   der  Fläche.     Setzt  man  in  der  Gleichung  der 
zweiten  zentrischen  Fläche 

1)  ^+f:-4=i 

y  a-    '     O'         c- 

der  Reihe  nach  z  =--  0,  y  =  0,  x  =  0,  so  erhält  man  als 
Gleichungen  der  Spuren  oder  Hauptschnitte: 

^  I  ^^;^       £: £1  =  1       yi —  =  1 

Demgemäss  ist  der  Hauptschnitt  mit  der  xy-Wa&ne  eine  aus 
den  Halbachsen  a  und  h  gebildete  Ellipse,  die  sogenannte 
Kehlellipse;  der  rr^-Schnitt  ist  eine  Hyperbel,  welche  a  zur 
Haupt-  imd  c  zur  Nebeuhalbachse  hat;  der  ^^- Schnitt  ist 
gleichfalls  eine  Hyperbel  mit   der  Haupthalbachse  l>   und  der 
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Nebenhalbachse  c.  Für  eine  in  der  Höhe  li  parallel  zur  x\j- 
Ebene  gelegte  Ebene  hat  z  den  konstanten  Wert  z  ^li  und 
es  ist  folglich  die  Gleichung  ihres  Schnittes  mit  der  Fläche 


oder 


1. 


^y?+p 


+ 


->/?+p 


=  1: 


der  Schnitt  ist  folglich  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 


rig.  50. 


und     ~|/?  +  /r. 

Letztere  erhalten  für  h  ^  0  ihre  kleinsten  Werte  und  wachsen 
mit  Jt  gleichzeitig  ins  Unendliche.  Demzufolge  kann  man  sich 
die  Fläche  durch  die  Bewegung  einer  veränderlichen  Ellipse 
erzeugt  denken,  wenn  letztere  parallel  zur  xy-^hene  ver- 
schoben   wird    und    ihre   Scheitel    auf   zwei    festen  Hyperbehi 

fortrücken,  deren  eine  in  der 
ic^"- Ebene  aus  den  Halbachsen 
OÄ  =  CJD  =  a,  0C  =  AI)  =  c, 
und  deren  andere  in  der  ^/^-Ebene 
aus  den  Halbachsen  OB  =  CE  =  b, 
0C^=  BE  =  c  konstruiert  ist,  wo- 
bei c  für  beide  Hyperbeln  als 
Nebenhalbachse  dient.  Die  Linien 
(/,  h,  c  nennt  man  die  Halbachsen 
der  Fläche  und  letztere  ein  drei- 
achsiges Hyperboloid.  Für 
h  =^  a  verwandelt  sich  dasselbe  in 
das  einfache  Kotationshyperboloid,  für  «  >  &  und  c  ^  cc  geht 
es  in  denselben  elliptischen  Cylinder  über,  wie  unter  gleichen 
Umständen  das  dreiachsige  Ellipsoid.  Endlich  ist  noch  die 
Veränderung  zu  erwähnen,  welche  die  Fläche  in  dem  Falle 
erleidet,  wo  die  Asymptoteuwinkel  AOB  =  a  und  BOE  =  ß' 
konstant  bleiben,  aber  die  Halbachsen  bis  zu  Xull  vermindert 
werden;  giebt  man  der  Gleichung  1)  für  diesen  Zweck  die  Form 

X-  tan-«'  -|-  y-  tan-/i'  —  ~-  =  c'- 

und  lässt  nachher  c  in  Xull  übergehen,  so  bleibt 
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t}  tan^a'  -|-  y'  taii-/3'  —  2;-  =  0 
als  Gleichung   der  resultierenden   Fläche;    diese  ist   ein  Kegel 
zweiten    Grades,    wie    schon    in    §  25    bemerkt    wurde.      Die 
Gleichung  desselben  kann  auch  in  der  Form 

dargestellt  werden  und  führt  zu  einer  nahen  Beziehung  beider 
Flächen.    Der  in  der  Höhe  z  =  }i  parallel  zur  rry-Ebene  gelegte 

Querschnitt  des  Kegels  ist  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  — 
und  — ,  mithin  sind  die  Differenzen  zwischen  den  Halbachsen 

der   durch  das  Hyperboloid   und  durch   den  Kegel  in  gleicher 
Höhe  gelefften  Schnitte 


<^  C  |/c2  _|_  Tjä  _|_  /i   ' 

für  unendlich  wachsende  h  haben  die  beiden  Differenzen  die 
Null  zur  Grenze,  d.  h.  je  entfernter  von  der  a;?/-Ebene  eine 
Parallelebene  zu  dieser  gelegt  wird,  desto  weniger  differieren 
die  Quersclinitte  der  beiden  Flächen  voneinander.  Zufolge 
dieser  Eigenschaft  heisst  die  durch  Nr.  2)  charakterisierte 
Fläche  der  Asyraptotenkegel  des  einfachen  Hyperboloides. 
Ebene  Schnitte.    Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

3)  Ax-\-Bij-{-Cs  =  B 

sein  möge,  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Linie  zweiten 
Grades,  für  welche  die  Gleichung  der  Horizontalprojektion 
durch  Elimination  von  z  gefunden  wird;  sie  hat  die  Form 

4)  A,x^  +  B,f^  +  2C,xy  +  2D,x  +  2E,y  +  I,  =  0, 
und  zwar  ist: 

Hieraus  ergeben  sich  die  Werte 

p-2 4    7^    ^-g-  +  B-h-  —  C-c-  ^2 


7?                 B^-         C^ 

p                AB 
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Ä,E,'  +  B,D,'  +  {C,'-AB,)F,  -  2C\D,E, 
—  —  ^'"'  ~  ^'^'  +  ^"^'  +  ^'  ri 

mittels  deren  Yorzeiclien  bekanntlich  die  Natur  der  betreffenden 
Linie  zweiten  Grades  beurteilt  werden  kann.  Dabei  sind  folgende 
Fälle  zu  unterscheiden. 

Ist   Cj^  —  ^1-^1   negativ,  also 

^^«2  _|_  2J2J2  ^  ^2^2^ 

so  wird  Ay  positiv*)  und  dasselbe  gilt  von  dem  Ausdrucke 

^  =  —  A^a^  —  B-^h^  +  (ßc^  +  B'-, 

die  Gleichung  4)  bedeutet  in  diesem  Falle  eine  Ellipse, 
deren  Mittelpunkt  durch  die  Koordinaten 

D^  —  J'       D^  —  J 
bestimmt  wird. 

Im  zweiten  FaUe   C^^  —  A^B^  =  0  oder 

ist  A^^    wiederum    positiv    und    die   Gleichung  4)    repräsentirt 

eine  Parabel,  wenigstens  solange,  als  ^  nicht  verschwindet, 

d.  h.    Z)  ^  0  ist;   für  D  =  0   degeneriert  die  Parabel  zu  zwei 

parallelen  Geraden,   deren  Gleichungen  unmittelbar  angegeben 

werden  kömien.     Die  Gleichung  4)  lautet  nämlich  für  D  ^=  0 

C^c-  —  A^a^  C'-c-  —  B^b'-    .-,        ^AB  ^.o 

(i-c^  '  o-c-         ^  c-      "^ 

d.  i.  wesen  der  vorher  erwähnten  Bedinguusf 


oder 


woraus 


^Ix'^^y'-^^xy^C^ 
a-c-         '     b^c-  ''  c-      ^ 


(4^._-,y=cv, 


Bb  Aa  I     i- 1 

—  .r —  7  =  +  C  c. 

a  0    '  — 


*)  Diese  Bemerkung  ist  deswegen  nicht  überflüssig,  weil  das 
zweite  Unterscheidungszeichen  für  die  Kegelschnitte  ciu  positives  .4, 
voraussetzt. 
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Ist  eiuUicli  drittens   C',^  —  -^jT?!   positiv,  also 
A-a-  +  B'b''  >  C^c\ 
so  bedeutet  die  Gleichung  4)  im  allgemeinen  eine  Hyperbel^ 
deren  Mittelpunkt  die  Koordinaten 

ADa-  ^^^ 

besitzt.  Für  z/  =  0  reduziert  sich  dieselbe  auf  ihre  Asymptoten, 
denn  wenn  man   in  Nr.  4)   die  für  diesen  Fall  giltigen  Werte 

einsetzt,  so  erhält  man 

oder  für 

Aa^    ,  Bh^    , 

(Bh  Aa      \2  .,  ,         ^ 

diese  Gleichung  ist  homogen  und  stellt  daher  zwei  Gerade  dar^ 
welche  den  durch  die  Koordinaten 

Aa'-  ,      Bb^ 

~TT     ^^^^     -D- 

bestimmten  Punkt  gemein  haben.  Diese  Ergebnisse  sind  leicht 
auf  den  Schnitt  selber  zu  übertragen  und  sehr  gut  in  Worte 
zu  fassen,  wenn  man  den  geometrischen  Sinn  der  Unter- 
scheidung    A^a^  -\-  B'^h^  ^  C'C^    berücksichtigt.      Legt    man 

nämlich  durch  den  Koordinatenaufang  parallel  zur  Schnittebene 
die  Hilfsebene 

Ax-i-  By-{-  C2  =  0, 

so  kann  letztere  gegen  den  Asymptotenkegel  drei  verschiedene 
Lagen  einnehmen;  sie  hat  mit  demselben  entweder  nur  den 
Kegelmittelpunkt  gemein,  oder  sie  berührt  ihn,  oder  sie 
schneidet  ihn  in  zwei  Geraden,  und  diese  drei  Fälle  sind  es, 
welche  nach  §  26  den  oben  gemachten  Unterscheidungen  ent- 
sprechen. Hiernach  lässt  sich  das  Gesamtresultat  der  Unter- 
suchung auf  folgende  Weise  zusammenstellen:  Um  die  Natur 
des    Schnittes    zu    beurteilen,    den    eine    beliebige    durch    die 
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Gleichung  3)  ausgedrückte  Ebene  mit  dem  einfachen  Hyper- 
boloid bildet,  lege  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 
parallel  zu  dieser  Ebene  eine  Hilfsebene;  wenn  letztere  mit 
dem  Asymptotenkegel  nur  den  Mittelpunkt  gemein  hat,  so 
ist  der  entstandene  Schnitt  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt 
durch  die  Koordinaten 

_    ADa^  _    BDb^  _  CDc* 

5)  z/  =  —  Ä^a^  —  B'h'-  +  C'c"  +  D' 

bestimmt  wird;  wenn  zweitens  die  Hilfsebene  den  Asymptoten- 
kegel berührt,  so  ist  der  Schnitt  eine  Parabel,  welche  in 
dem  speziellen  Falle,  wo  die  Hilfsebene  mit  der  ursprünglichen 
Ebene  identisch  wird,  zu  einem  System  von  zwei  parallelen 
Geraden  degeneriert;  schneidet  endlich  die  Hilfsebene  den 
Asymptotenkegel  in  zwei  Geraden,  so  ist  der  Schnitt  der  ersten 
Ebene  mit  der  Fläche  eine  Hyperbel,  deren  Mittelpunkts- 
koordinaten 

_    ADa^  _    BDh^ CDc'- 

^0        I)^~I^ '        2/o        D-  —  J '        ^^  'D-  —  d 

sind.  Dieser  Punkt  liegt  ausserhalb  des  von  der  Fläche  um- 
schlossenen Raumes,  wenn 

(fr+(-r-(^r>i, 

d.  h.  wenn  ^  positiv  ist,  er  liegt  innerhalb  desselben  bei 
negativem  zJ ,  endlich  für  z/  ^  0  befindet  er  sich  auf  der 
Fläche  selbst,  seine  Koordinaten  sind  dann 

—  ^  _  Bb^  _        Cc- 

und  die  Hyperbel  wird  in  diesem  Falle  zu  zwei  durch 
diesen  Punkt   gehenden   Geraden. 

Von  den  hiermit  erschöpften  möglichen  Lagen  einer  Ebene 
gegen  das  einfache  Hyerboloid  wollen  wir  einige  noch  etwas 
spezieUer  betrachten. 

«)  Zunächst  mag  untersucht  werden,  ob  der  elliptische 
Schnitt  der  Fläche  zu  einem  Kreise  werden  kann.  Denken 
wir  uns  die  Lage  der  schneidenden  Ebene  durch  den  Abschnitt 
Ä",  welchen  sie  auf  der  ?/- Achse  bildet,  durch  ilu-en  Neigungs- 
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winkel  •d-    gt'j^en    die   :c//-Ebene  und    durch   den  Winkel  ^  Ije- 

stimmt,    wek-lien    ihre  Horizontalspur    mit    der   a;-Achse    eiu- 

schliesst,    so   haben   wir  zur  Transformation    der  Koordinaten 

die  Formeln 

X  =  x'  cos  tp  —  y  sin  tl;  cos  d^ , 

y  =  k  -\-  X  sin  ■^  -\-  y  cos  -^  cos  %■ , 

z  =  y  sind- , 

und  zwar  ist  der  Durchschnitt  der  Ebene  mit  der  ^/-Achse 
der  Anfang  des  neuen  rechtwinkligen  Koordinatensystemes 
der  x'y,  sowie  die  Horizontalspur  der  Ebene  dessen  ic'-Achse. 
Nach  Substitution  der  obigen  Ausdrücke  erhalten  wir  aus 
Nr.  1)  als  Gleichung  des  Schnittes 

Ä'x^  +  B'y"-  +  2C'xy'  +  2D'x  +  2E'y'  +  F'  =  0 

und  zwar  ist  darin 

^-=-^  +  -^,       B  =(^  +  -^)cos-^ ^, 

^,        (a^  —  ft^  sini/»  C0S1/;  cos'9' . 
^   =~  ~^^P  • 

Dieser  Schnitt  wird  zu  einem  Kreise,  wenn  Ä'  =  B'  und 
zugleich  C  =  0  ist.  Die  letztere  Bedingung  giebt  entweder 
0-  =  90*^,  oder  ^  =  90*^,  oder  ^  =  O*'.  Setzen  wir  voraus, 
dass  a  >  6  sei,  wodurch  die  Allgemeinheit  insofern  nicht 
beeinträchtigt  wird,  als  es  freisteht,  die  a:-Achse  durch  die 
grössere  der  beiden  Halbachsen  a  und  b  zu  legen,  so  erhalten 
wir  aus  der  ersten  Bedingung 

cos*iZ>    ,     sin^T/»         /sin^ib     ,    cos*i/>\         „  „         sin*'9' 
-^  +  -^  =  l-^  +  n>^)  ^°«"  ^  -  ^^ 

sowohl  für  d^  =  90*^  als  für  tJj  =  90*^  unmögliche  Resultate; 
dagegen  giebt  die  Voraussetzung  t/;  =  0° 

6)  sm  d-  =  — \  = •  ■  . 

Der  rechter  Hand  stehende  Ausdruck  ist  immer  reell  und  ein 
Produkt  zweier  echten  Brüche,  mithin  <  1 ;  daraus  folgen  zwei 
Scharen  von  parallelen  Kreisschnitteu,  nämlich  für  die  Neigungs- 
winkel %■  und  180*^  —  ^.  Die  Ebenen  aller  derartigen  Schnitte 
stehen  wegen  ^  =  0''  senkrecht  auf  der  y^'-Ebene;  mit  Rücksicht 

Fort  u    Sohlömilch,  anal  Geom    II.  15 


226  Achtes  Kapitel.     Die  Flächen  zweiten  Grades. 

auf  die  in  §  20  (S.  158)  erhaltenen  Resultate  kann  man  über- 
haupt den  bemerkenswerten  Satz  aussprechen,  dass  alle  Ebenen» 
welche  den  Asymptotenkegel  in  Kreisen  schneiden,  auch  mit 
dem  einfachen  Hyperboloid  kreisförmige  Schnitte  bilden.  Die 
Gleichungen  dieser  Ebenen  (oder  auch  die  ihrer  ?/^- Spuren) 
haben  die  gemeinschaftliche  Form 

2  =  (y  —  Z.)  tan  -9- 
d.  i.  zufolge  des  Wertes  von  tan  d- 
7)  cYa^—h^ij  —  Jc')  ±  hya'-\-  c^  ■  z  =  0. 

Die  Mittelpunkte  der  Kreisschnitte  liegen  auf  zwei  Durch- 
messern der  aus  den  Halbachsen  h  und  c  konstruierten  Hyperbel, 
diese  Durchmesser  schneiden  aber  die  Kurve  nicht:  das  ein- 
fache Hyperboloid  besitzt  demnach  keine  Kreispunkte.  Man 
kann  diese  Verhältnisse  ebenso  leicht  wie  bei  dem  Ellipsoid 
graphisch  zur  Anschauung  bringen,  wenn  man  die  Fläche  auf 
zwei  Ebenen  projiziert,  von  denen  die  eine  der  rr^- Ebene  und 
die  andere  der  «/f-Ebene  parallel  ist. 

h)  Wir  wollen  zweitens  untersuchen,  ob  die  hyperbolischen 
Schnitte  der  Fläche  zu  gleichseitigen  Hyperbeln  werden 
können.  Hierzu  ist  bekanntlich  die  Bedingung  A'  -}-  B'  =  0 
erforderlich,  aus  welclier  man  vermöge  der  Werte  von  A'  und 
JB'  leicht  die  Formel 

^J  tciii  17         a^(ii  —  c^)  sin^ tp -\-  b^{a-  —  c^)  cos^rp 

herleitet.  Um  den  geometrischen  Sinn  derselben  zu  finden, 
gehen  wir  auf  die  Gleichung  der  Schnittebene,  nämlich 

Ax-^By-{-  Cs  =  D 
zurück  und  geben  ihr  die  Form 

9)  A{x-f)  +  T^(v~<ß  +  C{z~li-)  =  0, 

womit  nur  gesagt  ist,  dass  die  erwähnte  Ebene  einen  festen 
Punkt  fgli  enthalten  soll;  zufolge  der  bekannten  Werte 

tan''  Q-  =  — ^1 — ,        cos-  i<  =  ^aqTßs  >        sin-  tl?  =  -jvj^i 

ergiebt  sich  dann  aus  Nr.  8)  als  Bedingungsgleichung  für  die 
in  Nr.  9)  vorkommenden  Koeffizienten 

10)  A'cr  {h-  —  c'O  +  B'h-  [a-  —  C-)  =  C'c'  (a'  +  h'). 
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Dieselbe  Beclinguunfsgleichung  erhält  man  auch  bei  einer 
anderen  Gelegenheit.  Soll  nämlich  die  Ebene  9)  den  Kegel 
zweiten  Grades 

berühren,  so  ist  hierzu,  wenn  der  Punkt  fgh  als  neuer  Koordi- 
natenanfang genommen  wird,  die  Bedingung 

erforderlich  (S.  157),  welche  für 

2  _  f\h'  —  c')  j    2  _   h'ia^  —  C)  .  2  _  „2     I      },2 


mit  Nr.  10)  zusammenfällt.  Durch  einen  festen  Punkt  fgh 
lassen  sfch  also  unendlich  viele  Ebenen  legen,  welche  das 
einfache  Hyperboloid  in  gleichseitigen  Hyperbeln  sclmeiden, 
imd  zwar  berühren  alle  jene  Ebenen  den  elliptischen  Kegel 

liN  (^  —  /')'     I     iy  —  9)'  _   (2  — Ä)- 

^^)  n^lh^ ^2^   "T" 


Unmöglich  werden  diese  Schnitte  nur  in  dem  Falle,  wo  c  die 
grösste  der  drei  Halbachsen  ist. 

c)  Aus  dem  Früheren  ergab  sich,  dass  ein  einfaches 
Hyperboloid  von  einer  Ebene  in  geraden  Linien  geschnitten 
werden  kann,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  sich  auf  der  Fläche 
gerade  Linien  ziehen  lassen;  diese  Eigenschaft,  welche  das 
Hyperboloid  mit  dem  Kegel  und  Cylinder  gemein  hat,  wollen 
wir  direkt  betrachten,  indem  wir  die  Bedingungen  aufsuchen, 
unter  welchen  eine  durch  die  Gleichungen  ihrer  beiden  Vertikal- 
projektionen 
12)  X  =  3Iz  -^  H,         y  =  Nz-{-v 

bestimmte  Gerade  auf  der  Fläche   liegt.     Dies  würde  nun  der 
Fall  sein,  wenn  alle  den  vorstehenden  Gleichungen  genügenden 
X,  y,  z  ausserdem  noch  die  Gleichung  der  Fläche 
^-  _j_  jr f;  ^  -j^ 

befriedigen;    nach    Substitution   der  Werte   von   x,  y,  z   wird 
aus  der  letzteren  Gleichung 

15* 
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imd  diese  kann  für  alle  z   nur  dann  bestehen,   wenn  folgende 
Bedingungen  erfüllt  sind: 

ü!  _L  l!  =  1 

Von  diesen  Gleichungen  sagt  die  erste,  dass  die  Horizontal- 
spur der  verlangten  Geraden  auf  der  Horizontalspur  der  Fläche 
liegen  muss,  was  geometrisch  unmittelbar  vorausgesehen  werden 
konnte.  Denken  wir  uns  diese  Bedingung  dadurch  befriedigt, 
dass  wir  den  Punkt  uv  willkürlich  auf  der  Kehlellipse  wählen, 
so  enthalten  die  übrigen  zwei  Gleichungen  die  beiden  Un- 
bekannten M  und  iV;  als  deren  Werte  finden  wir: 

^.-         _.     av  1  .     av 

V  a*  +   b' 


.8  *     ac 


ac 


K   a«  ^    fe* 


wobei  die  gleichstehenden  Vorzeichen  zusammengehören.  Ver- 
möge der  Realität  von  31,  N,  u,  v  haben  wir  nun  zwei  Systeme 
von  geraden  Linien  auf  dem  Hyperboloid;  für  irgend  eine 
Gerade  des  ersten  Systemes  gelten  die  Gleichungen 

Ho\  \    "^'       f  bu       . 

1^)  ^  =  +67^  +  ^''  y  =  -^^  +  ^-, 

und  für  jede  Gerade  des  anderen  Systemes: 

1 A\  av        ,  .     hu        . 

14)  x  =  —  j^2-\-U,         y  =  -\-—z-\-V. 

Legen  wir  eine  Gerade  des  zweiten  Systemes  durch  einen 
anderen  Punkt  u^v^  der  Kehlellipse,  so  ist  für  sie 

15)  x  =  —  -^s-\-  u,,       y  =  +  -^z  +  i\  ; 

aus  der  ersten  Gleichung  von  13)  und  der  ersten  Gleichung 
in  15)  folgt 

hc     11  —  u^ 
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aus  der  zweiten  Gleichung  in  13j  verbunden  mit   der  zweiten 
CUeicliung  in  15) 

^=+ 


h      ?t  -f-  ^1 

Da  beide  Punkte  tiv  und  ii^v^^   auf  der  Kehlellipse  liegen,   so 
ist  gleichzeitig 


.+ 


=  1 


'    +  "i_  _  1 


mithin  durch  Subtraktion  und  Zerlegung  der  Quadratdifferenzen 

{U  —  «t)  {U  4-  M-t)      ,      (v  —  V,)  (v-\-Vi)  _  ^  . 

rt«  "T"  6*  —  ^) 

giebt  man  dieser  Gleichung  die  Form 

h    u  —  ttj  _i     *     ^  —  ^1 

so  erkennt  man  die  Identität  der  vorigen  beiden  Werte  von  Z] 
geometrisch  heisst  dies:  jede  Gerade  des  einen  Systemes 
schneidet  alle  Geraden  des  zweiten  Systemes.  Der  Durch- 
schnitt kann  ebensowohl  auf  der  unteren  als  auf  der  oberen 
Hälfte  der  Fläche  stattfinden;  der  erste  Fall  tritt  bei  negativen 
IS  ein,  d.  i.  wenn  u  -f-  «j  und  v  —  v^  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  der  zweite  Fall,  wenn  «  -\-  »^  und  v  —  Vj 
gleiche  Vorzeichen  besitzen.  Der 
Übergang  von  der  einen  Lage  des 
Durchschnittes  zur  anderen  ist  an 
den  beiden  Stellen  ti^  =  u,  v^  =  v 
und  u^^  ^  —  u,  v^  =  —  v ;  bei 
der  ersten  liegt  der  Durchschnitt 
auf  der  Kehlellipse,  bei  der  zweiten 
im  Unendlichen,  weil  dann  die 
Geraden  13)  und  15)  parallel 
werden.  In  der  Figur  ist  der 
Punkt  UV  mit  M,  der  ihm  diametral 
geo-enüberliegeude  mit  JV  bezeich- 
net;  ilTP^  und  NQ^  sind  die  durch 
die    Punkte    31  und   iV  gehenden 

Geraden  des  ersten,  31 P.^,  ^Q^  die  des  zweiten  Systemes. 
Die  Gerade  J/P^  schneidet  auf  der  unteren  Hälfte  der  Fläche 
alle    Geraden    des    zweiten   Systemes,    deren    Horizontal  spuren 
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links  zwischen  31  und  N  liegen,  auf  der  oberen  Hälfte  der 
Fläche  alle  Geraden  des  zweiten  Systemes,  deren  Horizontal- 
spuren rechts  zwischen  Mvmd  fliegen;  endlich  ist  MP^  NQ^ 
und  ebenso  3IP^\NQ^. 

Aus   den  Gleichungen  13)   erhält  man  noch   durch  Elimi- 
nation von  z 


,       V  u-      .       r- 


Fig.  52 


und  ebenso  aus  Nr.  15) 

d.  h.  geometrisch:  die  Horizontalprojektionen  aller  auf  der 
Fläche  liegenden  Geraden  berühren  die  Kehlellipse.  Dies  giebt 
ein  einfaches  Mittel  zur  Konstruktion  der  beiden  durch  einen 
gegebenen  Punkt  P  der  Fläche  gehenden 
Geraden;  von  der  Horizontalprojektion 
P'  des  Punktes  aus  legt  mau  nämlich 
an  die  Kehlellipse  zwei  Tangenten,  deren 
Berührungspunkte  S'  und  T'  heisseu 
mögen;  die  Geraden  PS'  und  PT'  sind 
dann  die  verlangten  Linien. 

Berührungsebenen  und  Nor- 
malen. Legt  man  durch  irgend  eine 
Gerade  des  einen  und  durch  eine  sie 
schneidende  Gerade  des  anderen  Svstemes  eine  Ebene,  so  er- 
hält man  eine  von  den  Ebenen,  welche  die  Fläche  in  zwei 
Geraden  schneiden;  für  die  Koeffizienten  ihrer  Gleichung 

16)  Ax-^Bij+  Cz  =  I) 

gilt  dann  die  Eigenschaft  (vergl.  S.  222  u.  223) 

17)  A^a^  +  .B2J2  _  ^2^2  _  2)-, 

und  die  Koordinaten  des  Punktes,  welcher  als  Durchschnitt 
der  beiden  Geraden  sowohl  der  Ebene  als  der  Fläche  an- 
gehört, sind  wie  früher  (S.  224) 

D   '  1)   '  T)  ' 


Wir  legen  weiter    in   der  Höhe    z  =  — 


Cc- 


^      parallel   zur 

a;y- Ebene  eine  neue  Ebene;  sie  schneidet  das  Hyperboloid  in 
einer  Ellipse,  deren  Gleichung 


§ 

3ö. 

Das 

ein 

ilai-he 

llyiH- 

rboloiil. 

.x" 

+ 

2/'  . 

=  1 

+ 

C'c- 

A' 

hr-  +  Ji' 

■b- 

D- 

ist, 

wofür 

wir 

schreib 

eu 

18) 

+ 

y- 

=   1, 

'2'M 


nYA'a*-^  B'^b*  ,     _    h  }/ A^ji* -{- B* b* 


"1  —  X)  >  -1  j)  J 

die  uämliclie  Ebeue  sclineidet  ferner  die  durch  16)  dargestellte 
Ebene  in  einer  Geraden,  deren  Gleichung  ist 

A        I     -D            T>    I     C'*c-         A-a-  4-  B-b- 
Ax  +  By  =  I)  +  -jy-  =  - — -J , 

wofür  wir  schreiben 

19)  A^x-{-  B,y  =  1 , 

A    _         ^ -B  _         ^^ 


Vermöge  dieser  Werte  ergiebt  sich 

woraus  folgt,  dass  die  Gerade  19)  die  Ellipse  18)  berührt. 
Auf  ähnliche  Weise  kann  man  eine  noch  allo-emeinere  Eijjen- 
Schaft  der  Ebene  IG)  entdecken;  legt  man  nämlich  durch  den 
vorhin  genannten  Punkt  irgend  einen  Schnitt  s  der  Fläche, 
dessen  Ebene  von  selbst  die  Ebene  16)  in  einer  Geraden  g 
schneidet,  so  ist  letztere  jedesmal  Tangente  an  s.  Demgemäss 
muss  die  betrachtete  Ebene  als  Inbegriff  aller  durch  den  sfe- 
nannten  Punkt  gehenden  Tangenten  der  Fläche,  d.  h.  als  die 
Berührungsebene  in  diesem  Punkte  angesehen  werden,  wie 
sich  später  noch  auf  anderem  Wege  ergeben  wird. 

Daran  knüpft  sich  die  Bestimmung  der  Berührungsebene 
für  einen  gegebenen  Punkt  xyz  der  Fläche.  Bezeichnen  wir 
die  Gleichuncf  der  verlanoften  Ebene  mit 

.4|  +  5,;  +  Ce  =  i), 

so  müssen  dem  Vorigen  zufolge  die  Bedingungen 

Ä^a^  +  B'-b-  —  C-(r  =  D- 
und 

,_Aa2  _Bb-  _         Cc- 

^—^ZT'         y  ~  ^T'  ^  ~  ~  ~D 
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erfüllt  sein.  Aus  den  letzten  Gleichungen  ergeben  sich  die 
Werte  von  Ä,  B,  C,  sie  genügen  der  ersten  Gleichung  und 
daher  ist 

20)  |^|  +  ^,-iS=l 

die  Gleichung  der  Bertthrungsebene  im  Punkte  xyz. 

Hieraus  folgen  noch  die  Gleichungen   der  Normalen   in 
diesem  Punkte;  sie  sind 

oder,  auf  die  beiden  Vertikalebenen  bezogen, 

21)  l-x  =  -'^^{X-z),        ^-y  =  _ga_,). 

§  36. 

Das  geteilte  Hj'perboloid. 

Gestalt   der  Fläche.     Die  Gleichung    der   dritten   zent- 
rischen Fläche  war 

setzt  man  der  ßeihe  nach  ^  =  0,  y  =  0,  rc  =  0,  so  ergeben 
sich  als  Gleichungen  der  Spuren  oder  Hauptschnitte  der  Fläche 

^ ^^=1  ^_Lf! 1  2/*j_r  1 

die  erste  dieser  Gleichungen  charakterisiert  keine  reelle  Kurve, 
die  Fläche  hat  demnach  mit  der  a;i/- Ebene  keinen  Punkt  ge- 
mein; die  beiden  anderen  Gleichungen  gehören  zu  Hyperbeln 
und  zwar  besitzt  der  a:^-Sclmitt  die  Haupthalbachse  c  und 
die  Nebenhalbachse  a,  der  i/^;-Schnitt  die  nämliche  Haupt- 
halbachse und  die  Nebenhalbachse  h.  Für  eine  in  der  Ent- 
fernung h  parallel  zur  icy-Ebene  gelegte  Schnittebene  ist 
s  =  h,   mithin  die  Gleichung  des  Schnittes 

^' 2r    I    ^'  _  1 

oder 


vv**-«*;     \-^vh'-c' 
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folglich  der  Schnitt  im  allgemeinen  eine  Ellipse  mit  den  Halb- 
achsen 


Letztere  sind  solange  imaginär  als  h'^  <  C",  d,  h.  /t  zwischen 
—  c  und  -(-  c  enthalten  ist;  alle  zu  solchen  h  gehörenden 
Ebenen  schneiden  mithin  die  Fläche  nicht;  für  /t-  =  c^  be- 
stellt jene  Ellipse  aus  einem  blossen 
Punkte,  die  Ebenen,  für  welche  s  =  -{-h 
oder  ^  = — h,  berühren  daher  die  Fläche; 
ist  aber  Jr  >  c^,  so  werden  die  Achsen 
der  Ellipse  reell  und  wachsen  mit  h 
gleichzeitig  ins  Unendliche.  Demzu- 
folge kann  man  sich  die  Fläche  durch 
die  Peripherie  einer  veränderlichen 
Ellipse  erzeugt  denken,  wenn  letztere 
parallel  zur  a;y- Ebene  verschoben  wird 
und  ihre  Scheitel  auf  zwei  festen  Hyper- 
beln fortrücken,  deren  eine  in  der  X0- 
Ebene  aus  den  Halbachsen  OC  =  c, 
OA  =  CD  =  a,  und  deren  andere 
in  der  y^- Ebene  aus  den  Halbachsen 
OC  =  c,  OB=GE=h  konstruiert 
ist,   wobei  c  für   beide  Hyperbeln  als 

Haupthalbachse  dient.  Die  Linien  a,  h,  c  nennt  man  die 
Halbachsen  der  Fläche  und  letztere  ein  dreiachsiges  ge- 
teiltes Hyperboloid.  Für  h  =  a  verwandelt  sich  dasselbe 
in  das  geteilte  Rotationshyperboloid.  Erteilt  man  der  Glei- 
chung 1)  durch  Einführung  der  Asymptotenwinkel  (70Z)  =  c<; 
und    GOE=  ß  die  Form 

x^  cot^  K  -\-  y^  cot^  ß  —  s^  =  —  c^ 
und  lässt  nachher,    ohne  Änderung  von  cc  und  ß,    c  in  Null 
übergehen,  so  ergiebt  sich 

x^  cot2  a  +  y-  cot^  ^—^2^0; 
das   Hyperboloid    degeneriert    dann    zu    einem    Kegel    zweiten 
Grades.     Die  Gleichung  desselben  kann  auch  in  der  Form 

2)    .         !:+-i;-s=o 
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klargestellt  werden,  aus  welcher  durch  fast  Avörtlich  dieselben 
Schlüsse  wie  in  §  35  folgt,  dass  dieser  Kegel  der  Asymptoten- 
kegel des  geteilten  Hyperboloides  ist. 

Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 
S)  Ax-{-  Bij  +  Cz  =  D 

sein  möge,  schneidet  die  Fläche  in  einer  Linie  zweiten  Grades, 
für  deren  Horizontalprojektion  folgende  Gleichung  gilt 

4)     Ay-  +  Sy  +  2C,ay  +  2J),x  +  2E,y  +  F,  =  0, 
worin 

Hieraus  ergeben  sich  die  Werte 

L,    —  A.,U^  —  ^^^^^^  ü  , 

A,E,'  +  J5,A^'  +  i.C,^'-^x5j^x  -  ^C,IJ,E, 
_  A^a^  +  -B'fc'  —  C-c-  +  -P-  ri 
~  a-b-c^  ' 

mittels    deren    Vorzeichen    die    Natur    des    Schnittes   beurteilt 
werden  kann.     Dabei  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 
Wenn  erstens  C^-  —  A^Bi  negativ,  also 
Ahi'  +  B'h'  <  C-'c'- 
und   mithin  A^^   positiv  ist,   so   bedeutet  die  Gleichung  4i   im 
allgemeinen   eine    Ellipse,    deren    Achsen    ebensowohl   reell, 
als    =0,    als  imaginär  sein  können.     Das   erste  findet  unter 
der  Bedingung  statt,  dass  der  Ausdruck 

z/  =  A-a-  +  ^-6^  —  C  V  +  D- 

einen    positiven    Wert    hat;    die    Mittelpimktskoordinaten    der 

Schuittprojektion  sind  dann 

ADa^  ,  BDb- 

uud 


Für  z/  ^  0  reduziert  sich  diese  Ellipse  auf  ihren  Mittelpunkt, 
dessen  Koordinaten 

_  ^         _  ^^1 

sind;  endlich  für  negative  ^  wird  die  Kurve  imaginär. 
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Im  zweiten  Tluuptfalle   Cy^  —  Äili^  =  0   oder 

bedeutet  die  Gleichung  4)  eine  Parabel,  suluiige  z/  nicht 
verschwindet,  d.  h.  2)^0  ist.  Für  D  =  0  dagegen  bringt 
man  die  Gleichung  durcli  eine  ähnliche  Transformation  wie 
im  vorigen  Paragraphen  auf  die  Form 

welcher  keine  geometrische  Bedeutung  zukommt. 
Im  dritten  Hauptfalle    C{-  —  A^B^'^O   oder 
Ahi'^  +  B'-h'-  >  Cd" 
ist    die    Projektion    des    Schnittes    jederzeit    eine    Hyperbel, 
deren  Mittelpunkt  die  Koordinaten 

ABa^  1  BPh- 

besitzt.  Die  Erörterungen  über  die  Projektion  des  Schnittes 
sind  leicht  auf  den  letzteren  zu  übertragen,  wobei  zu  berück- 
sichtigen ist,   dass   den  drei  Hauptfällen    A-cr  -\-  B-lr  ^  C'C^ 

hier  dieselbe  ^geometrische  Bedeutunor  Avie  im  voris^en  Para- 
graphen  zukommt.  Das  Gesamtergebnis  lautet  dann  folgender- 
masseu:  Um  die  Natur  des  Schnittes  beurteilen  zu  können, 
den  eine  beliebige  durch  die  Gleichung  3)  ausgedrückte  Ebene 
mit  dem  geteilten  Hyperboloid  bildet,  lege  man  durch  den 
Mittelpunkt  der  Fläche  parallel  zu  dieser  Ebene  eine  Hilfs- 
ebene*, wenn  letztere  mit  dem  Asymptotenkegel  nur  den 
Mittelpunkt  gemein  hat,  so  ist  der  Schnitt  im  allgemeinen 
eine  Ellipse,  deren  Mittelpunktskoordinaten  sind 

ADa^  _  _    BPh-  _     CPc^ 


2)2  _j?        ^'0  p^  —  jy        ^o—B-  —  J' 

5)  z/  =  A^cr  -f-  BH»"  —  C'c^  +  D'- 

die  Achsen  dieser  Ellipse  sind  reell  für  positive  ^,  bei  z/  ^  0 
degeneriert  die  Ellipse   zu  einem  Punkte,   dessen  Koordinaten 
Aa^ Bh^  ^   _  Cc^ 

sind    und    in    welchem    die   Ebene    die    Fläche    berührt;    für 
negative  z/  hat  die  Ebene  keinen  Punkt  mit  dem  Hyperboloid 
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gemein.  Wenn  zweitens  die  Hilfsebene  den  Asymptoteukegel 
berührt,  so  ist  der  Schnitt  eine  Parabel,  welche  nur  in 
dem  Falle  D  =  0  zu  existieren  aufhört;  schneidet  endlich 
die  Hilfsebene  den  Asymptotenkegel  in  zwei  Geraden,  so  ist 
der  Schnitt  der  Fläche  jederzeit  eine  Hyperbel,  deren  Mittel- 
punktskoordinaten durch  die  Formeln 

ÄDa^  _  _    BDb^  _    CDc' 

^0  D^  —  d>         y<i  i)«  —  z/ '         ^^         D-  —  J 

bestimmt  werden.  Geradlinige  Schnitte  der  Fläche  sind  nicht 
vorhanden. 

Wir  untersuchen  noch  einige  spezielle  Fälle  der  elliptischen 
und  hyperbolischen  Schnitte. 

«)  Die  Horizontalspur  der  schneidenden  Ebene  möge  mit 
der  ic- Achse  den  Winkel  i^  bilden,  der  Neigungswinkel  der 
Schnittebene  gegen  die  ic^-Ebene  sei  d',  endlich  Je  das  Stück, 
welches  sie  von  der  ^- Achse  abschneidet.  Nehmen  wir  die 
Horizontalspur  der  Schnittebene  zur  Achse  der  x'  und  den 
Punkt,  in  welchem  sie  der  ^/-Achse  begegnet,  zum  Anfangs- 
punkte eines  neuen  ebenen  rechtwinkligen  Systemes,  so  er- 
giebt  sich  die  Gleichung  des  Sclinittes  durch  Substitution  der 
Werte 

X  =  X  cos  i)  —  \j  sin  i)  cos  O' , 

y/  ^  Z:  -f-  ^  sin  j^-  -f-  ij  cos  i^-  cos  0- , 
^  =  y  sinO-; 

das  Resultat  ist  von  der  Form 

Äx^  +  B'iß  +  2C'xxJ  +  2X>'.f'  -f  '>E'xj  +  2F'  =  0 
nnd  darin 

sin* 'S" 


-,       cos^ii    ,    sin^tö  -ri'        /sin*t/)    ,    cos*t/)\        <>  „ 


> 


C'  = 


(ff-  —  h^)  cos  1^  sin  t/;  cos  -S" 
ä*P 


Diese  Gleichung  repräsentiert  einen  Kreis  für  C"  =  0  und 
Ä  =  B'.  Die  erste  Bedingunjx  ffiebt  entweder  0-  =  5^0"  oder 
^  =  90*^  oder  ^>  =  0".  Setzen  wir  a'^h  voraus,  wodurch  die 
Allgemeinheit  der  Betrachtung  nicht  gestört  wird,  so  liefert 
die  Bedingung  Ä  =  B\   d.  h. 
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cos^ib    ,    sin*»/;         /sin*!/»    ,    cos-V)\         ,.,         sin^-S- 

sowohl   für  d-  =  90"  als  für  V  =  90°  unmögliche   Resultate; 
dagegen  findet  sich  für  ^  =  0° 


6)  sin  -9'  =      '^  —   "^ 


Da  der  Wert  von  sin  0-  jederzeit  reell  und  zugleich  ein 
echter  Bruch  ist,  so  existieren  zwei  Systeme  von  Kreis- 
schuitten,  deren  Ebenen  auf  der  y^- Ebene  senkrecht  stehen 
und  entweder  unter  dem  Winkel  O-  oder  unter  180®  —  d- 
gegen  die  rry-Ebene  geneigt  sind.  Aus  der  Übereinstimmung 
der  Formel  6)  mit  Nr.  9)  in  §  2Q  und  mit  Nr.  G)  in  §  35 
ergiebt  sich  ferner,  dass  alle  Ebenen,  welche  den  Asymptoten- 
kegel in  Kreisen  und  zugleich  beide  Hyperboloide  schneiden, 
auch  mit  letzteren  Flächen  kreisförmige  Schnitte  bilden.  Die 
Gleichungen  der  Kreisschnittebeneu  (oder  deren  y^- Spuren) 
haben  die  gemeinschaftliche  Form 

z  =  (ij  —  h)  tan  ■9', 
d.  i.  zufolge  des  Wertes  von  tan-O- 


7)  cy«2  —  hHij  —  'k\  Hh  &-|/a2  +  c2 .  ^  =  0; 

die  Schnitte  sind  reell,  solange 

^  =  c^—¥  (h^  -{-  c^)  +  {a^  —  1^)1^ 
positiv  ist,  d.  h.  für  alle  der  Ungleichung 

^2^6*(6*  +  c*) 


genügenden  Ä;:  wenn  dagegen 


«*  —  &* 

6*(ö*  +  0 


a*  — &*    ' 
SO   degenerieren  die  Kreisschnitte  zu  Punkten,    deren  Koordi- 
naten sind 

Q  ,     hya-  —  h^  ,     c|/a*+c* 

'     —  ^/w^-  '     —  y¥T^^ ' 

wobei  alle  Kombinationen  der  Vorzeichen  gelten;  für 

'^    <     a*-b* 
existieren  keine  Kreisschnitte  mehr.  Die  erwähnten  vier  Punkte 
heissen  die  Kreispunkte   des  geteilten  Hyperboloides;   man 
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kann  sie  und  die  Spuren  der  Kreisschnittebenen  leicht  dadurch 
zur  Anschauung  bringen,  dass  man  die  Fläche  auf  zwei  den 
Ebenen  xy  und  yz  parallele  Ebenen  projiziert. 

li)  Der  Schnitt  des  geteilten  Hyperboloides  mit  der  vorigen 
Ebene  wird  eine  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  Ä-\-B'^=0 
ist.  Da  nun  Ä  und  B'  hier  ganz  dieselben  Werte  haben,  wie 
bei  dem  einfachen  Hyperboloide  (S.  225 j,  so  bleiben  auch  die 
Folgerungen  ungeändert,  d,  h.  alle  Ebenen,  welche  durch  den 
festen  Punkt  fyli  gehen  und  den  elliptischen  Kegel 


berühren,  schneiden  beide  Hyperboloide  und  deren  gemein- 
schaftlichen Asymptotenkegel  in  gleichseitigen  Hyperbeln. 
Unmöglich  werden  diese  Schnitte  nur,  Avenn  c  die  grösste 
der  Halbachsen  ist. 

Berührungsebenen   und   Normalen.     Bezeichnet 

A^  +  Bn-^Ct  =  D 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  xyz  der  Fläche  gehenden 

Tangentialebene,  so  müssen,  dem  früheren  zufolge,  nachstehende 

Bedingungen  erfüllt  sein: 

Äa^ W  Cc; 

^  —      jfi      y  —     -^,      ^  ~'j)~> 

A  =  A^o?  +  B'-y"  —  C-c-  +  D-  =  0. 
Aus  den  ersten  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werte  von 
A,  B,  C  und   diese   genügen  der  letzten  Gleichung,   w€'il   der 
Punkt  u-yz  auf  der  Fläche  liegt;  demnach  ist 

die  Gleichung  der  Berührungsebene  im  Punkte  .r?/^.  Daraus 
ergeben  sich  die  Gleichungen 

als  Gleichungen  der  Normalen  im  Punkte  xyz. 

§  37. 
Das  elliptische  Paraboloid. 

Gestalt  der  Fläche.    Die  erste  von  den  uichtzeutrischeu 
Flächen  zweiten  Grades  wird  durch  die  Gleichung 


§  37.     Das  elliptiac'be  Paruboloid. 
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1) 


+  1^  =  2^ 


dargestellt,  worin  a  und  h  wesentlich  positive  Grössen  be- 
zeichnen. Als  Gleichungen  der  Hauptschnitte  oder  Spuren 
der  Fläche  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

^.*        y»  _  *1  _  ^           vi—  .. 

1^~^  'h    ~  ^'  'Ja  '  2b  ~^' 

der  ersten  Gleichung  genügen  nur  die  Werte  x  =  0,  y  =  0, 
die  Fläche  wird  also  von  der  a;y -Ebene  nicht  geschnitten, 
sondern  im  Anfangspunkte  der  Koordinaten  berührt;  die  zweite 
Gleichung  bedeutet  eine  Parabel,  deren  Halbparaineter  =  a, 
deren  Scheitel  der  Koordinatenanfaug  und  deren  Achse  die 
;& -Achse  ist;  die  letzte  Gleichung  charakterisiert  gleichfalls 
eine  Parabel  mit  dem  Halbparameter  h,  mit  demselben  Scheitel 
und  der  nämlichen  Achse.  Für  einen  in  der  Höhe  ^=/i  parallel 
zur  ;:fy -Ebene  gelegten  Schnitt  erhält  man  als  Gleichung 

der  Schnitt  ist  bei  positiven  h  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

y^äh  und  y2hli, 
für  Ji  =  0  wird  derselbe  zu  einem  Punkte,  für  negative  /* 
imaginär.  Demzufolge  kann  man  sich  die  Fläche  durch  die 
Peripherie  einer  veränderlichen  Ellipse  erzeugt  denken,  wemi 
letztere  parallel  zur  rr?/- Ebene  ver- 
schoben wird  und  ihre  Scheitel  auf 
zwei  Parabeln  fortrücken,  deren  eine 
in  der  a;^ -Ebene  mit  dem  Halb- 
parameter a  und  deren  andere  in 
der  ^^- Ebene  mit  dem  Halbpara- 
meter  h  konstruiert  ist,  wobei  für 
beide  Parabeln  die  ^- Achse  als  Achse 
und  der  Koordinatenanfang  als  Schei- 
tel gilt.  Die  Linien  a  =  FÄ  und 
T)  =  GB  heissen  die  Halbpara- 
meter der  Fläche,  0  ihr  Scheitel 
und  die  Fläche  selbst  ein  elliptisches  Paraboloid.  Für 
h  =  a  wird  dasselbe  zu  einem  Rotationsparaboloid,  für  a  =  oo 
oder  6  =  cx)  zu  einem  parabolischen  Cjlinder. 
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Ebene  Schnitte.    Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

2)  Äx-\-By  -{-  Cz  =  L 

heissen    möge,    schneidet    die    Fläche    in    einer   Kurve,    deren 
Horizontalprojektion  durch  die  Gleichung 

a   "^   6  C 

bestimmt  ist;  erteilt  man  letzterer  die  bessere  Form 

so  erkennt  man  in  der  Kurve  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 


ya{A'-a  +  B^h-\-2CD)  ybjA'a +  B*h  +  ICD) 

C  '  C  ' 

Hierbei  unterscheiden  wir  die  zwei  Hauptfälle,  ob  C  von  Xull 
verschieden  oder  =  0  ist.  Im  ersten  Falle  sind  die  Haupt- 
achsen reell  und  endlich,  solange  der  Ausdruck 

3)  ^  =  Ä'a  -^  B'h-\-2CD 

positiv  bleibt,  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schnitt- 
projektion  bestimmen  sich  durch  die  Formeln 
Am Bh  ^ 

für  z/  =  0  verschwinden  die  Halbachsen  der  Ellipse,  letztere 
zieht  sich  dann  auf  ihren  Mittelpunkt  zusammen;  für  nega- 
tive z/  wird  die  Kurve  imaginär.  Im  zweiten  Hauptfalle 
0=0^  d.  h.  wenn  die  Schnittebene  parallel  zur  ^-Achse  liegt, 
kann  die  Elimination  von  s  nicht  vorgenommen  werden,  weil 
dann  die  Gleichung  der  Schnittebene 

4)  Ax  +  Bij  =  B 

zugleich  auch  die  Gleichung  der  Schnittprojektion  ist;  elimi- 
niert man  in  diesem  Falle  y,  so  erhält  man  die  Gleichung 
der  Vertikalprojektion  des  Schnittes,  nämlich 

oder  bei  besserer  Anordnung  und  imter  Rücksicht  auf  den  t  m- 
stand,  dass  für  C  =  0  die  Grösse  ^  in  A-a  -\-  B'b  übergeht, 

ADa\^ 


D-  _       J      /  , ADa\^ 

2J         -iB-abV  J    ) 
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Diese  Gleieliun^"  i-epril.seiitiert  eine  l*a rubel,  deren  Scheitel 
durch  die  Koordinaten 

ADa  ,      X>* 

bestimmt  wird,  und  deren  Halbparameter 

_  B-ab 

ist.  Wenden  wir  diese  für  die  Projektionen  des  Schnittes  ge- 
gebenen Entscheidungen  auf  den  Schnitt  selber  an,  so  gelangen 
wir  zu  folgendem  Gesamtergebniss :  Die  zur  Achse  des  Para- 
boloides  nicht  parallele  Ebene  2)  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Ellipse,  deren  Mittelpunktskoordinaten 

Aa Bö  d  —  CB 

sind;  der  Schnitt  ist  reell  für  ^  >  0,  reduziert  sich  für  z/  =  0 
auf  einen  durch  die  Koordinaten 

Aa 5& D^ 

bestimmten  Punkt,  und  wird  für  ^  <  0  imaginär;  eine  zur 
Flächenachse  parallele  Ebene  sclmeidet  das  Paraboloid  jeder- 
zeit in  einer  Parabel.  Hyperbolische  und  geradlinige  Schnitte 
existieren  nicht. 

Wie  bei  allen  elliptischen  Schnitten,  entsteht  auch  hier 
die  Frage,  ob  dieselben  Kreise  werden  können.  Die  Hori- 
zontalspur der  schneidenden  Ebene  nehmen  wir  zur  a;'- Achse 
eines  neuen  in  der  Ebene  enthaltenen  rechtwinkligen  Koordi- 
natensystemes,  i  (xx)  sei  =  i^,  der  Neigungswinkel  der  Ebene 
gegen  die  jcy-Ebene  heisse  O',  der  Durchschnitt  der  Ebene 
mit  der  y- Achse  liege  in  der  Entfernung  k  vom  ursprüng- 
lichen Koordinatenanfange  und  sei  der  Anfangspunkt  des  neuen 
Systemes;  die  Gleichung  des  Schnittes  erhalten  wir  jetzt  aus 
Nr.  1)  durch  Substitution  der  Werte 

x=  aj'cosV  —  ^'sint^cos^, 

y  =  /.■  -f-  x'  sin  t  -\-  y'  cos  ^  cos  #•, 
^^  =  y'  sin -9-. 

Das  Ergebniss  dieser  Änderung  ist  von  der  Form 

A'x'^  +  B'i/^  +  2C'xy  +  2D'x'  -j-  2Ey  -j-  F'=0, 

Fort  u.  Schlömilcli ,  anal.  Geom.  n.  IG 
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und  darin 

cos^^         sin-^  j^,_  /sin^  ^  cos^X  ^^^,^ 

^,,        (a  —  6)  sin  1/)  cos -i/;  cos 'S- 
ao 

Der  Schnitt  wird  zu  einem  Kreise  für  C  =  0  und  A'  =  B'\ 
die  erste  Bedingung  kann  unter  der  nicht  beschränkenden 
Annahme  a>h  nur  durch  %■  =^  9(ß  oder  ^  =  90*^  oder  ^  =  0® 
erfüllt  werden;  die  zweite  Bedingung 

cos^i/>    ,    sin^iZ)         /ain^ib    ,     cos^ip\        =, -. 

liefert  für  d'  =  90°  und  für  ip  =  90*^  unmögliche  Ergebnisse, 
dagegen  für  ^  =  0° 

5)  cos^=]/|, 

was,  wegen  l>  <.  a  und  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  der 
Wurzel,  zwei  reelle  Bestimmungen  Ton  -9-  giebt.  Demnach 
existieren  zwei  Schaaren  von  Kreisschnitten,  deren  Ebenen  auf 
der  ?/0-Ebene  senkrecht  stehen  und  mit  der  .ry-Ebene  die 
Winkel  ■9-  und  180°  —  O-  einschliessen.  Die  Gleichungen  der 
Kreisschnittebenen  (oder  deren  y^'-Spuren)  stehen  unter  der 
allgemeineren  Form 

z  =  (y  —  Z.-)  tan  ■O', 

oder  zufolge  des  Wertes  von  tan-ö- 

+  (2/-/0 1/^-^  =  0, 

wofür  wir  schreiben 


G)  Ya  —  b-y  -\-yb-  2  =  l-Ya  —  h. 

Der  Kreissclmitt,    den   diese   Ebene    mit   dem  Paraboloid 
bildet,  ist  reell,  wemi  die  Grösse 

z/  =  {a  —  h)h'=f  2l-y[a  —  h)h 

positiv  ausfällt,  also  unter  Benutzung  des  oberen  Zeichens  für 

^  ]/(«  —  h)  h  >/.•>  —  CO 

und  in  Beziehung  auf  das  untere  Zeichen  für 

+  ^  >  A-  >  —  \-Y(ä^y)'f>- 
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Dio  Kreissclinittc  des  eiiicji  Systeines  werden  folglich  erlialteu, 
wenn  man  h  von  -V  y(a  —  li)b  bis  —  oo   abnehmen  lässt,  die 

des  anderen,  wenn  /'  voji  — iVT«  —  ^)  ^  ^ji^  -{-  oo  wächst. 
Der  Schnitt  degeneriert  zu  einem  Punkte,  wenn  z/  =  0  also 
bei    dem    ersten    Systeme    /i;  =  ^ ")/(«  —  ?;)6,    beim    zweiten 

li  =  — yI^C^  —  ^)^  ^^^5  ^i^  Koordinaten  dieser  Punkte  sind 
im  ersten  Falle 


0,       +y{a-h)h,       \{a-h), 
und  im  zweiten 


dies  sind  die  zwei  Kreispunkte  der  Fläche.  Jenseit  der 
angegebenen  Grenzen,  d.  h.  für  negative  ^,  existieren  keine 
Kreisschnitte.  Diese  Ergebnisse  können  leicht  graphisch  ver- 
anschaulicht werden,  wenn  man  das  Paraboloid  auf  zwei 
Ebenen  projiziert,  von  denen  die  eine  der  a;^-Ebene  und  die 
andere  der  y^-Ebene  parallel  liegt. 

Berührungsebenen  und  Normalen.  Wenn  irgend 
ein  elliptischer  Schnitt  sich  auf  seinen  Mittelpunkt  reduziert, 
so  wird  die  sclineidende  Ebene  zur  Berührungsebene  und  jener 
Punkt  zum  Berührungspunkte;  daraus  entspringt  wie  früher 
die  Aufgabe,  durch  einen  gegebenen  Punkt  xyz  des  Parabo- 
loides  eine  Berührungsebene  an  das  letztere  zu  legen.  Ist 
die  Gleichung  der  verlangten  Ebene 

Ai  +  Bn  +  et  =  D, 

so  müssen  die  im  vorigen  bewiesenen  Relationen 

z/  =  Ä-a  +  B-h  +  2CD  =  0, 

Aa m  ^ D 

stattfinden;  aus  den  letzten  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die 
Werte  von  J.,  i?,  D,  ausgedrückt  durch  C,  deren  Substitution 
in  die  erste  Bedingung  diese  identisch  macht,  weil  der  Punkt 
xijz  auf  der  Fläche  liegt.  Vermöge  der  Werte  von  A,  J5,  J) 
findet  sich 

oder  besser 

16* 
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als  Gleichung  der  Berülirungsebene  im  Punkte  xyz. 
Hieraus  zieht  man  noch  die  beiden  Gleichungen 

8)  ^-Ä:  =  -fa-^j,  rj-y  =  -^(t-z), 

welche  für  die  im  Punkte  xy^  errichtete  Normale  gelten. 

§38. 

Das  h}^erbolisclie  Paraboloid. 

Gestalt  der  Fläche.  Die  letzte  individuelle  Fläche 
zweiten  Grades,  deren  Untersuchung  uns  noch  obliegt,  wird 
durch  die  Gleichung 

1)  ^-'4  =  2z 

'  ab 

dargestellt;  daraus  folgen  als  Gleichungen  der  Hauptschnitte 

ab'  2a~     ■>  2b        "' 

Giebt  man  der  ersten  die  Form 

und  bezeichnet  mit  a  den  spitzen  Winkel,  dessen  Tangente 
=  1/ —  ist,  so  erkennt  man  in  der  a:?/-Spur  der  Fläche  den 
Verein  von  zwei  durch  den  Koordinatenanfang  gehenden 
Geraden,  deren  eine  mit  der  a;- Achse  den  Winkel  u  und  deren 
andere  mit  derselben  Achse  den  Winkel  180"  —  a  einschliesst. 
Die  aj^-Spur  der  Fläche  bildet  eine  Parabel  mit  dem  Halb- 
parameter a,  der  Koordinatenanfang  ist  ihr  Scheitel  und  der 
positive  Teil  der  £-Achse  ihre  Achse;  die  y^-Spur  besteht 
gleichfalls  aus  einer  Parabel,  welche  h  zum  Halbparameter, 
den  Koordinatenaufang  zum  Scheitel  und  den  negativen  Teil 
der  ^- Achse  zur  Achse  hat,  weil  der  betreffenden  Gleichung 
nur  bei  negativen  2  eine  geometrische  Bedeutung  zukommt. 
Legt  man  ferner  in  der  Höhe  //  eine  zur  .rv-Ebeue  parallele 
Ebene,  so  schneidet  letztere  die  Fläche  in  der  durch  die 
Gleichung 

a  b 
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bestimmten  Kurve;  der  Schnitt  ist  jedenfolls  eine  Hyperbel, 
wobei  aber  die  l)oiden  Fälle  eines  positiven  und  negativen  h 
zu   unterscheiden    sind.     Für  /i  >  0   giebt   man   der  Gleichung 

Vl/2a/»/  \y2hh) 

die  Halbachsen  sind  dann  ]/2a/i,  ]/2&/i  und  für  den  Asymptoten- 
winkel ß  hat  man 

tan  /3  =  \ =  1/  — ,    mithm   p  =  «, 

im  zweiten  Falle  //  =  —  h^  ist  zu  schreiben 

(-^—Y-  {-^'=  1 

es  wird  dann  y2h\  zur  Haupt-,  Y2ah^  zur  Nebenhalbachse 
und  für  den  Asymptotenwinkel  ß^  hat  man 

an/3,  =  J^-=l/f,   mithin   /3,  =  90»  —  «. 


tan 


Y2Fh[ 


Fig.  55 


Demgemäss  kami  man  sich  die  Fläche  durch  eine  veränder- 
liche Hyperbel  erzeugt  denken,  wenn  letztere  parallel  zur 
ic?/-Ebene  verschoben  wird  und  ihre  Scheitel  auf  zwei  festen 
Parabeln  fortrücken;  der  gemeinschaftliche  Scheitel  beider 
Parabeln  ist  der  Koor- 
dinatenanfang, die  eine 
liegt  in  der  x2-lEihene 
und  hat  ihre  Achse  in 
der  Richtung  der  posi- 
tiven 2,  die  andere  be- 
findet sich  in  der  yz- 
Ebene  und  erstreckt 
ihre  Achse  in  der 
Richtung  der  nega- 
tiven   ^;    endlich    ist 

noch  zu  bemerken,  dass  alle  auf  der  positiven  Seite  der  0 
konstruierten  Hyperbeln  denselben  Asymptotenwinkel  besitzen 
und  dass  ebenso  alle  auf  der  entgegengesetzten  Seite  befind- 
lichen Hyperbeln  einen  gemeinschaftlichen  Asymptotenwinkel 
haben,  welcher  den  erstgenannten  zu  90*^  ergänzt.     Die  Figur 
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zeigt  die  aus  den  Geraden  ÄOÄy  und  BOB^  bestehende 
Horizontalspur  der  Fläclie,  die  beiden  parabolischen  Yortikal- 
spuren  COC\,  DOD^  und  zwei  zur  xy-^hena  parallele  hyper- 
bolische Schnitte,  deren  Asymptoten  den  Geraden  AA^  und 
J5i?j  parallel  liegen;  die  Koordinatenachsen  der  x  und  der  y 
sind  (um  einer  Überladung  der  Figur  zu  entgehen)  weg- 
gelassen, man  hat  sich  dieselben  als  die  Halbierungslinien 
der  Winkel  AOB  und  AOB^  zu  denken.  Die  hiermit  be- 
stimmte sattelförmige  Fläche  heisst  ein  hyperbolisches 
Paraboloid,  a  und  h  ihre  Halbparameter,  0  ihr  Scheitel, 
ZZ^  ihre  Achse. 

Ebene   Schnitte.     Eine   beliebige   durch   die   Gleichmig 

2)  Ax  +  By  -^  Cz  =  IJ 

dargestellte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Kurve,  für 
deren  Horizontalprojektion  sich  die  Gleichung  findet 

X-         y- ^T)  —  Ax  —  By 

V~~'h^'^  C  ' 

erteilt  man  dieser  die  bessere  Form 

Aa\^        1/  libV^        Ä^a  —  B-b-{-2CD 


1  /       ,    ^«\2        1  /  libV^ 


C' 


so  bemerkt  man  augenblicklich,  dass  die  Schnittprojektiou  im 
allgemeinen  eine  Hyperbel  darstellt;  doch  sind  dabei  die  Fälle 
C-^0  und  (7  =  0  zu  unterscheiden.  Wenn  erstens  C  nicht 
verschwindet  und  der  Ausdruck 

3)  z/  =  J.-«  — ^2j  +  2Ci) 

irgend  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt,  so  ist  die 
Kurve   sicher  eine  Hyperbel,   deren  Mittelpunktskoordiiiaten 

Aa  _    .    Bb 

sind;  ihre  Haupthalbachse  liegt  bei  positiven  z/  in  der  Rich- 
tung der  X,  bei  negativen  in  der  Richtung  der  y.  Verschwindet 
aber  z/,  so  degeneriert  die  Hyperbel  in  den  Verein  zweier 
sich  schneidenden  Geraden  (der  Asymptoten);  die  Koordi- 
naten des  Durchschnittes  der  letzteren  sind  dieselben  x^^  und 
2/o  wie  vorhin.  Wenn  zweitens  G  verschwindet,  so  kann  ~  aus 
der  Gleichung  1)  und  aus  der  Gleichung  der  Schnitt  ebene 
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4)  Äx-{-  Bij  =  D 

nicht  eliminiert  werden;   durch  Elimination  von  y  erhält   man 
in  diesem  Falle  als  Gleichung  der  Vertikalprojektion  des  Schnittes 

TT  ~       BV,       —  ^^ 
oder   bei    besserer  Anordnung    und    unter   Rücksicht    auf   den 
Umstand,  dass  ^  für  C=0  in  Ä^a  —  B^h  übergeht: 
D«  J      /         ADa\ 


Diese  Gleichung  ergiebt  eine  Parabel,  so  lange  ^  nicht 
verschwindet-,  dagegen  für  z/  =  0  ergiebt  sich  aus  der  vor- 
hergehenden Form  der  Gleichung 

_  ^  _     D- 

^        Axc         2A-a^ 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Geraden.  Der  Fall  z/  =  0  tritt  ein 
für  Ä'ci  =  B'-b  oder 

B  ^  }     a  ' 

d.  h,  wenn  die  Ebene  4)  parallel  zu  einer  von  den  Geraden 
liegt,  welche  die  Horizontalspur  der  Fläche  bilden.  Über- 
tragen wir  nun  diese  für  die  Projektionen  des  Schnittes  ge- 
gebenen Entscheidungen  auf  den  Schnitt  selber,  so  gelangen 
wir  zu  folgendem  Gesamtergebniss:  Die  zur  Achse  der  Fläche 
nicht  parallele  Ebene  2)  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Hyperbel,    deren  Mittelpunktskoordinaten 

_  _Aa  _i^^  ^_  ^—GD 

^0  (f  >  Vi)  I        (7"  7  ^0  (Ji 

sind,  für  z/  =  0  degeneriert  dieselbe  in  den  Verein  zweier 
Geraden,  die  sich  im  Punkte 

Aa  _    I    ^  „_ ^ 

schneiden.  Eine  zur  Flächenachse  parallele  (vertikale)  Ebene 
schneidet  das  Paraboloid  in  einer  Parabel,  welche  zu  einer 
-Geraden  wird,  wenn  die  Schnittebene  eine  parallele  Lage  zu 
der  einen  oder  anderen  von  den  Geraden  erhält,  die  zusammen 
die  Horizontalspur  der  Fläche  ausmachen.  Elliptische  Sclmitte 
des  hyperbolischen  Paraboloides  sind  nicht  vorhanden. 
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Zwei  spezielle  Fälle  der  hyperbolischen  Schjiitte  wollen 
wir  noch  genauer  untersuchen. 

a)  Die  Horizontalspur  der  schneidenden  Ebene  sei  die 
Achse  der  x\  ferner  /.  {xx^  =  ip,  der  Neigungswinkel  der 
Schnittebene  gegen  die  xy-^hene  heisse  O-,  endlich  sei  l  der 
Absclinitt,  welchen  die  Ebene  auf  der  y-Achse  bildet,  und 
der  Endpunkt  von  Je  der  Anfang  des  neuen  rechtwinkligen 
Systemes  der  x  und  y';  wie  gewöhnlich  gelten  dann  die  Formeln 

a;  =  x' cosi(j  —  ?/' sin^  cosO', 

y  =  k  -\-  x'  siuij;  -^  y'  cos  ^  cos  ■9-, 
z  =^  y'  sin 'S-. 

Durch  Substitution  derselben  in  Xr.  1)  erhält  man  als  Glei- 
chung der  Schnittkurve 

A'x'^  +  B'y"-  +  2Cx'y'  +  2D'x'  +  2E'y'  +  F' =  0, 
und  zwar  ist 

A  = r-^,         B  =  [- — r— lcos-9-. 

Soll  der  Schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  darstellen,  so 

muss  Ä  -\-  B'  =  0  sein,  und  daraus  folgt 

9_         h  —  «tan-r/>         .        ,       i     ,\  .       /  ,n 

o)  cos-'9-  = TT — s— ^  tan(«  +  ^'j  tan(a  — 1<). 

Andererseits  kann  man  die  Gleichung  der  Schnittebene  in  der 
Form  2)  oder  auch  unter  der  Form 

6j  A{x  —  f)  +  B(y—g)  +  C(ß  —  h)  =  0 

darstellen,  womit  gesagt  ist,  dass  dieselbe  durch  den  festen 
Punkt  fgh  gehen  soll;  man  hat  dann 

cos^  ^  =  ä^.jJb^.j^C'-  '  ^'^^^^  '^'  =  ^^ 

und   durch   Substitution   dieser  Werte   erhält   man   aus   Nr.  5) 

Ahi  —  B-1)=  C-ih  —  a) 

als  Bedingungsgleichung  für  die  Koeffizienten  der  Gleichmig  6). 
Diese  ist,  wie  man  leicht  findet,  zugleich  die  Bedingung  dafür, 
dass  die  Ebene  G)  den  Kegel 

7)  (•«  —  f)'  _  Jy  —  9?  I  (-g  —  ^0'  ^  Q 

/  ri  h  '         n  /i 
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berührt,  dessen  elliptische  Hau})tschnitte  senkrecht  zur  Richtung 
der  X  oder  der  \f  sind,  je  nachdem  a  <  h  oder  «  >  6  ist.  Durch 
einen  festen  Punkt  können  also  unendlich  viele  Ebenen  gelegt 
werden,  welche  das  hyperbolische  Paraboloid  in  gleichseitigen 
Hyperbeln  schneiden;  sie  berühren  den  durch  Nr.  7)  dar- 
gestellten Kegel  zweiten  Grades. 

h)  Die  Eigentümlichkeit,  dass  die  Fläche  in  geraden 
Linien  geschnitten  werden  kami,  oder  mit  anderen  Worten, 
dass  sich  auf  der  Fläche  Gerade  ziehen  lassen,  möge  noch 
einer  besonderen  direkten  Erörterung  unterworfen  werden. 
Wenn  eine  durch  die  Gleichungen 

8)  x=  Mz  -\-  u,         y  ^  Ns  -{-  V 

dargestellte  Gerade  ganz  in  der  Fläche  enthalten  sein  soll, 
so  müssen  alle  den  vorstehenden  Gleichungen  genügenden 
X,  y,  s  auch  die  (rleichung  der  Fläche 


ic'        y- 


—  2z  =  0 


a  h 

befriedigen  und  demnach  muss  für  alle  z 

(Mz^u)'  _  (Nz  +  vy-  _  9_^  _  Q 
oder  «  ^ 

sein.     Dies  ist  nur  möglich  unter  den  Bedingungen 

^'  _  ^'  =  0 
ab' 

durch  die  erste  derselben  wird  ausgedrückt,  dass  die  fragliche 
Linie  eine  von  den  beiden  Geraden  schneiden  muss,  welche 
die  Horizontalspur  der  Fläche  bilden,  was  vorauszusehen  war. 
Substituieren  wir  die  sich  ergebenden  Werte 

V  =  iiy   -     oder     v  =  —  uy  — 

in  die  beiden  übrigen  Bedingungsgleichungen,  so  erhalten  wir 
entweder  . 


oder 
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a 

2m' 


.Y=  + 


2m 


Wegen  des  willkürlich  bleibenden  u  existieren  demnach  zwei 
verschiedene  Systeme  von  Geraden  auf  der  Fläche;  die  Glei- 
chungen der  Geraden  des  einen  Svstems  stehen  imter  der  Form 


9) 


^  =  ^^  +  ^ 


2  m 


y 


2  m 


+  ">^- 


die  des  anderen  Systems  dagegen  unter  der  Form 

10)  x  =  -^Z-\-U,  y=-i-y^—z  —  u'V—, 

oder  auch,  wenn  mau  zur  besseren  Unterscheidung  «^  für  u  setzt: 

Aus  den  Gleichungen  9)  und  11  j  leitet  man  ohne  Mühe  den 
bemerkenswerten  Satz  ab,  dass  jede  Gerade  des  einen  Systems 
alle  Geraden  des  anderen  Systems  schneidet,  und  dass  keine 
Gerade  des  einen  Systems  einer  Geraden  des  anderen  Systems 
parallel  ist.  Die  Gleichungen  9)  geben  ferner  durch  Elimi- 
nation von  0 

y=-y^(:c-2u) 

und  die  Gleichungen  11 1 

dies  heisst  geometrisch:  die  Horizontalprojektioneu  der  Geraden 
des  einen  Systems  sind  parallel  zu  der  einen  von  den  beiden 
Geraden,  welche  die  Horizontalspur  der 
Fläche  bilden;  in  gleicher  Weise  liegen 
die  Horizontalprojektioneu  der  Geraden  des 
anderen  Systems  parallel  zur  anderen  jener 
Geraden.  Will  man  demnach  durch  irgend 
einen  Punkt  P  der  Fläche  die  zwei  in  P 
sich  schneidenden  Geraden  der  Fläche 
ziehen,  so  braucht  man  nur  durch  P  zwei 
vertikale  Ebenen  zu  legen,  deren  Horizoutal- 
spuren  parallel  zu  ÄA^  und  BB^  siud: 
diese  Ebenen  schneiden  das  hyperbolische  Paraboloid  in  den 
beiden  verlangten  Geraden  (in  der  Figur  PS'  und  PT). 


rig.  56. 


§  iJS.    Diis  hyperbolische  l'araboloid. 
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Zu  (leraselbcii  Resultate  <,^eliingt  mau  durch  eine  Än- 
derung der  Gleichung  1).  Wählt  man  nämlich  die  Geraden 
OÄ,  OB,  OZ  zu  Koordinatenachsen  eines  neuen  Systems  der 
a',  y',  z',  so  geschieht  der  Übergang  zu  demselben  mittels 
der  Formeln 

,'•  =  (./•'  -|-  y')  cos«,       y  =  {/ —  y')  sin  u,       z  =  z', 

und  die  Gleichung  1)  verwandelt  sich  hierbei  in 

{x'-^-y'Y  cos-a (■*•'+  ?/')'  sin-c  ^^  ^ 

a  h 

Vermöge  der  Werte  von  cos  a  und  sin  a,  welche  aus  der  Formel 

tan  a  =  \/  — ■ 
r     a 

leicht  herzuleiten  sind,  verschwinden  die  Koeffizienten  von  x"' 

und  y"',  so  dass  nur  übrig  bleibt 

2x'y' , 

oder,   Avenn   das   arithmetische  Mittel  zwischen   den  Halbpara- 
metern mit  c  bezeichnet  wird, 
12)  x'y'  =  cz'. 

Giebt   man   entweder   dem   y'  ^ig  57. 

oder  dem  x'  einen  konstanten 
Wert,  so  erhält  man  jedesmal 
die  Gleichung  einer  Geraden,  \ 
was  geometrisch  bedeutet,  dass 
die  Fläche  von  jeder  Ebene 
geradlinig  geschnitten  wird, 
welche  einer  der  Koordinaten- 
ebenen AOZ  und  BOZ parallel 
liegt.  Die  Figur  zeigt  eine 
Anzahl  derartiger  Schnitte. 

Berührungsebenen  und  Normalen.  Eine  Ebene, 
welche  zwei  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade  der  Fläche 
enthält,  ist  eine  von  den  Ebenen,  deren  Gleichungen 

,      r,   V  Ax  +  By-{-  Cz  =  D 

der  üeamguug 

Ä^a  —  B'b-{-2CD  =  0 

genügen,  wobei  die  Koordinaten  jenes  Punktes  durch 
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Aa^  Bb  D^ 

ausgedrückt  werden  können.     Legt  man  ferner  eine  Ebene  in 

der  Entfernung ^  parallel  zur  ä*?/- Ebene,  so  schneidet  sie 

die  Flüche  in  einer  durch  die  Gleichung 

wq\         y'         ^ 1  7    1  /2  h  D  

dargestellten  Hyperbel  und  die  vorige  Ebene  in  einer  Geraden, 
deren   Gleichung  ist 

Ax  -\-  Bij  —  D  =  B 
oder  '       -^ 

14)  B,ij  +  A,x=l,        ^1=21)'        ^i=2l)5 

vermöge  dieser  Werte  ergiebt  sich 

und  diese  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  die  Gerade  14)  den 
hyperbolischen  Querschnitt  13)  berührt.  Auf  ähnliche  Weise 
kami  man  eine  noch  allgemeinere  Eigenschaft  der  Ebene  finden, 
welche  zwei  Gerade  der  Fläche  enthält;  legt  man  nämlich 
durch  denselben  Punkt  wie  vorhin  einen  beliebigen  Schnitt  s 
der  Fläche,  dessen  Ebene  von  selbst  die  genannte  Ebene  in 
einer  Geraden  g  schneidet,  so  ist  letztere  jedesmal  Tangente 
an  s.  Demgemäss  muss  die  Ebene  zweier  in  P  zusammen- 
trejffender  Geraden  der  Fläche  als  Inbegriff  aller  durch  P 
gehenden  Tangeuten  der  Fläche,  d.  h.  als  Berühr uugsebene 
in  diesem  Punkte  gelten. 

Daran  knüpft  sich  die  Bestimmung  der  Berührungsebene 
für  einen  gegebenen  Punkt  xys  der  Fläche.  Bezeichnen  wir 
die  Gleichung  der  verlangten  Ebene  mit 

so  müssen,  dem  Vorigen  zufolge,  die  Bedingungen 
A'a  —  B^-\-2CD  =  0, 

_         Aa  _     I    -B^'  _  -O 

^  —        c~'       y  —  +  7'- ;       ^  —  —  "c 
erfüllt    sein.     Die    letzten   drei   Gleichungen    geben   A,  B,   B 
durch    C   ausgedrückt    und    diese   Werte    genügen    der    ersten 
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Bedingung  vermöge  des  Umstandes,  dass  der  Punkt  xyz  auf 
der  Fläche  liegt.  Demnach  erhalten  wir  als  Gleichung  der 
Berührungsebene 

-li  +  h  +  i--^ 

oder 

15)  — I  — /-T?—  --^=  1. 

z  az^         bz  '  z  ^ 

Daraus  folgen  noch  die  beiden  Gleichungen 

IG)       |_a.-  =  -f(e-^),        V-y  =  +  i<^-^)> 
welche  für  die  im  Punkte  xyz  errichtete  Normale  gelten. 

§  39. 
Unterscheidungszeicheu  für  die  Flächen  zweiten  Grades. 

Nachdem  wir  die  Gestalten  der  verschiedenen  Flächen 
zweiten  Grades  näher  kennen  gelernt  haben,  kehren  wir  zu 
der  allgemeinen  Gleichung 

I  Ax^'  +  Bi/  +  Cz^  +  2Dyz  +  2Ezx  +  2Fxy 
^^         \  -\-2Gx-\-2Hy-}-2Jz  +  K=0 

zurück,  um  die  Mittel  zu  erörtern,  wodurch  man  rasch  ent- 
scheiden kann,  welche  individuelle  Fläche  zweiten  Grades  in 
jedem  speziellen  Falle  (d.  h.  bei  gegebenen  Werten  von 
A,  B,  .  .  .  K)  durch  die  vorige  Gleichung  dargestellt  wird. 
Diese  Mittel  sind  zwar  in  den  vier  §§  30  bis  33  vollständig 
enthalten,  und  man  würde  in  der  That  durch  Ausführung  aller 
dort  angedeuteten  Rechnungen  auf  eine  der  fünf  in  Nr.  57) 
bis  G5)  in  §  33  aufgestellten  Normalformen  kommen,  wodurch 
sich  die  Lage  und  Grösse  der  Achsen  oder  Parameter  und 
die  Natur  der  Fläche  unmittelbar  ergeben;  dagegen  ist  aber 
nicht  zu  leugnen,  dass  dieser  Weg  fast  immer,  und  namentlich 
wenn  die  Gleichung  1)  auf  ein  schiefwinkliges  Koordinaten- 
system bezogen  ist,  nicht  geringe  Weitläufigkeiten  verursacht. 
Um  diesen  zu  entgehen,  vereinfachen  wir  die  Untersuchung 
dadurch,  dass  wir  auf  die  Angabe  der  Lage  und  Grösse  der 
Achsen  oder  Parameter  verzichten  und  nur  eine  kurze  Ent- 
scheidunof  über  die  Natur  der  Fläche  verlangen. 
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Die  Unterscheidung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  begründen 
wir  auf  die  Funktionen  I\,  T^,  T.^,  T^  und  setzen  zunächst 
voraus  (Hauptfall  A),  dass  weder  T^  noch  eine  der  andern 
linearen  Funktionen  identisch  verschwinden,  und  dass  die  vier 
Ebenen  T^  =  0,  T^  =  0,  T^  =  0,  T^  =  0  keinen  im  End- 
lichen oder  unendlich  fern  gelegenen  Punkt  gemein  haben. 
Die  hierher  gehörigen  Flächen  werden  nach  der  Beschaffenheit 
der  Funktionen  T^,  T^,  T^  weiter  unterschieden  in  solche 
(Unterfall  I),  bei  denen  die  Ebenen  T^  =  0,  ^2=0,  Tg  =  0 
sich  in  einem  eindeutig  bestimmten  Punkte  im  Endlichen 
schneiden,  und  in  solche  (Unterfall  11),  bei  denen  die  drei 
genannten  Ebenen  einen  eindeutig  bestimmten  unendlich  fernen 
Punkt  gemein  haben. 

Wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  die  drei  Ebenen  T^  =  0, 
1^2  =  0,  Jlj  =  0  eine  Gerade  gemein  haben,  oder  zusammen- 
fallen, so  haben  immer  die  vier  Ebenen  Tj  =  Tg  =  Tg  =  T^  ^  0 
mindestens  einen  Punkt  gemein;  die  Voraussetzung  verträgt 
sich  also  nicht  mit  der  des  Hauptfalles  A. 

Hierauf  setzen  wir  voraus  (Hauptfall  B),  dass  entweder 
von  den  vier  Funktionen  T^,  T^,  Tg,  T^  eine  oder  mehr  als 
eine  identisch  verschwinden,  oder  dass  sie  einen  oder  mehr 
als  einen  im  Endlichen  oder  unendlich  fern  gelegenen  Punkt 
gemein  haben. 

Betreffs  der  weiteren  Unterscheidungen  innerhalb  des 
zweiten  Hauptfalles  verweisen  wir  auf  die  eingehende  Be- 
handlung (S.  266),  sowie  auf  die  Übersicht  der  Ergebnisse 
(S.  271). 

Hauptfall  A. 
Keine   der  Funktionen   T^,  To,  Tg,  T^  verschwindet 
identisch,  und  die  vier  Ebenen   T^  =  0,  T2  ==  0,  Tg  =  0, 
T4  =  0  haben  keinen  Punkt  gemein. 

I.    Die  Ebenen   T^  ==  0,  T,  =  0,  T3=0  haben  einen 
endlich    fernen  eindeutig  bestimmten  Punkt    gemein. 
Die  Koordinaten  »,  v,  iv  dieses  Punktes  sind  die  Lösungen 
des  linearen  Vereins 

T,  =  0,     T  =  0,     Tg  =  0 

und  ergeben  sich  zu  (§  oO,  Nr.  9  u.  10) 


^) 
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u  =  —  A^'.  J,       V  =  —  A,  :  zJ,       lü  =  —  y/.,  :  z/, 
wobei 

A,  =  G{JP  —  JW)  +  H{CF~BE)  +  J{BE  —  IB), 
A.,  =  G  (CF—  DE)  +  HiE''  —  CA)  +  J{ÄJ)  —  EF) , 
A,=  G  (BE  —  FB)  -i-HiÄB  —  EF)  +  J(F'-  —  AB), 
\  A  =  AW  +  BF^  +  6'i^2  _  ABC—2BEF, 

und,  weil  uv/c  nicht  auf  1\  =  0  liegen  darf, 

3)  G    A^  -{-  H   A,  -\-  J  ■  A^  —  K  ■  A  ^0. 

Der  Punkt  ztv«<;  ist  der  Mittelpunkt  der  Fläche.  Ändert 
mau  die  Koordinaten,  indem  man  den  Punkt  u,  v,  tv  zum 
neuen  Nullpunkte  wählt  und  die  Koordinatenebenen  ohne 
Änderung  ihrer  Stellungen  verschiebt,  so  erhält  man  als 
Gleichung  der  Fläche  in  den  neuen  Koordinaten  x'y  z   zunächst 

I  Ax'^^  +  B}ß  4-  C/2  +  2Bys'  +  2Ez'x  +  2Fx'y 

4)  +  2  Ti  {u  vw)-x'  +  2  T,  {u,  v,  ni)  ■y'  +  2T^  {u,  v,  w)  ■  z 
l  -{-  S'{n^,v,iv)  =  0, 

wobei  T^{ii,  v,  w)  u.  s.  w.  bedeutet,  dass  in  der  Funktion 
T^  u.  s.  w.  die  Koordinaten  x,  y,  z  durch  die  besonderen 
Werte  i«,  v,  iv  zu  ersetzen  sind.  Nach  der  Voraussetzung  ist 
nun 

Ti {li,  V,  w)  =  T^ (u,  V,  w)  =  Jg (m,  V,  w)  =  0] 

hiernach  vereinfacht  sich  die  Identität  (§  30,  Nr.  7) 

4F(«,  V,  iv)  ^  T^  (ii,  V,  iv)  -u  -{-  Tg  (ii,  V,  iv)  •  V  -{-  T^  {ii,  v,  iv)  ■  w 

+  T^(^u,v,iv) 
zu 

ß(u,  V,  w)  ^  I\  (ii,  v,iv)  =  —  r :  A, 
wobei 

r=  GA^-{-  HA,  +  JA^  —  KA, 
=  G'  (i)2  —  BC)-{-H'-  (E''  —  CA)  +  J2  (27^2  _  j^ß^ 
+  2HJ{AB  —  ^F)  +  2JG(BE  —  FB) 
+  2GH(CF-BE)  —  KA. 

Somit  ergiebt  sich  als  "neue  Gleichung  der  Fläche 

6)     Ax^  +  By'^-\-Cz"^+2Byz'+2Ezx~{-2Fx'y—^=^0. 

Um  über  die  Natur  der  Fläche  weiter  entscheiden  zu  können, 
legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  eine  Gerade,  deren  Richtungs- 


5) 
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Cosinus  Xfiv  sein  mögen;  der  den  Abstand  /  vom  Nullpunkte 
haltende  Punkt  P'  dieser  Geraden  hat  die  Koordinaten 

7)  x'  =  2.r ,       y  =  ^u/,       /  =  vr  \ 

soll  P  auf  der  Fläche  4^=0  liegen,  so  ergiebt  sich  r    durch 
Verbindung  der   Gleichungen   6j  und  1).     Setzt  man  zur  Ab- 
kürzung 
%)     Sl  =  Ar'  +  P^2  +  Cv-  +  2Dtiv  +  2Evk  +  2FX(i, 

so  erhält  man 

^  r 

Z5i' 


9)  >-'  =  +> 


und  alsdann  xy'/  aus  7).  Aus  den  doppelten  Vorzeichen  von 
x'y  y,  z  erkennt  man,  dass  die  Gerade  mid  die  Fläche  sich 
im  allgemeinen  zweimal  schneiden,  und  dass  die  Entfei-nungen 
der  Durchschnittspunkte  vom  neuen  Koordiuatenanfange  gleich 
gross  und  entgegengesetzten  Vorzeichens  sind;  damit  bestätigt 
sich  der  neue  Koordinatenanfang,  d.  h.  der  ursprüngliche  Punkt 
uvw  als  der  Mittelpunkt  der  Fläche. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  7)  und  8)  die 
Koeffizienten  k^v  als  veränderlich,  so  erhält  die  durch  den 
Mittelpunkt  gehende  Gerade  alle  möglichen  verschiedenen  Lagen, 
und  es  muss  nun  entschieden  werden,  ob  sie  die  Fläche  unter 
allen  Umständen  schneidet  oder  nicht.     Die  fraglichen  Durch- 

T       . 
schnitte  sind  aber  reell,  solange  — r-  nicht  negativ  wird,   und 

da  jetzt  ü  eine  veränderliche  Grösse  ist,  so  bedarf  es  einer 
Untersuchung  über  das  Vorzeichen  von  ii.  Hierbei  sind  nur 
zwei  Fälle  möglich:  entweder  behält  Sl  für  alle  Xyiv  das 
nämliche  Zeichen,  oder  es  wechselt  dasselbe  in  der  AVeise, 
dass    iß    für    gewisse    X\iv    positiv,    für    andere    negativ    ist. 

Haben  die  drei  Grössen  A^  P,  C  nicht  dasselbe  Vor- 
zeichen oder  ist  eine  von  iluien  Null,  so  lässt  sich  leicht 
erkennen,  dass  alsdaim  Sl  je  nach  der  Wahl  der  Grössen 
A,  ju-,  V  positive  oder  negative  Werte  annehmen  kann.  Setzen 
wir  z.  B.  A  =  a^,  B  =  Ir,  C  ^  —  c-,  und  verstehen  unter 
a,  />,  c   reelle  Zahlen,  so  ist 

il  =  a-k-  -f-  h~^'  —  c-v-  +  '2D^ V  +  2Evl  +  2Flii . 
Nimmt   man   X   und   ^i    sehr   kloin,    so   hat    v    eiuon   endlichen 
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Wert,  nämlicli  nahezu  1 ;  dabei  werden  alle  Glieder  von  Sl 
gegen  das  dritte  c'v'  unbeträchtlicli  klein,  folglich  hat  ü  das 
Vorzeichen  dieses  Gliedes,  ist  negativ;  nimmt  man  dagegen 
/LI  :=  V  =  0,  so  wird  ü  =  a^X^,  also  positiv.  Ist  einer  der 
drei  ersten  Koeffizienten  z.  B.    C  =  0,   so  bilde  man 

\  Sl  =  Ar^  +  i?  +  2i)v'  +  2EvX'  +  2FX', 

wobei  A'  und  v'  für  A  :  ^  und  v  :  ^  gesetzt  worden  sind.  Giebt 
man  der  rechten  Seite  die  Gestalt 

AX"-  +  2Fk'  -{-  B -{- 2  (D -{-  El')  v' , 
so  erkennt  man  leicht,   dass   man  zu   einem   beliebigen  A'  die 
Zahl  V    immer  so   wählen  kami,    dass    dieser  Ausdruck    nach 
Belieben  positiv,  Null  oder  negativ  wird. 

Soll  daher  Sl  für  alle  möglichen  Werte  von  A,  ^,  v 
immer  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  müssen 
A,  B,  C  von  Null  verschieden  und  gleichen  Vorzeichens 
sein,  wobei  nun  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  von 
jetzt  an  vorausgesetzt  werden  soll,  dass  sie  positiv  sind. 
Nach  einem  bekannten  Satze*)  behält  ü  für  alle  möglichen 
reellen  Werte  von  A,  ^i,  v   das  Vorzeichen,    wenn  gleichzeitig 


*)  Derselbe  ergiebt  sich  u.  a.  aus  folgender  geometrischer  Be- 
trachtung. Sind  I,  ?;,  ^  die  Koordinaten  eines  Punktes,  so  charakte- 
risiert die  Gleichung 

Ai^  +  Bri^  +  C-f  2D73  +  2-E;|  -f  ^Fin  =  t 
eine  Fläche  zweiten  Grades,  welche  keinen  Mittelpunkt  besitzt,  weil  J 
nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommt.  Diese  Fläche  kann  entweder  ganz 
auf  der  einen  Seite  der  |tj -Ebene  liegen  oder  letztere  schneiden;  im 
ersten  Falle  behält  ^  füi-  alle  |  und  7]  das  nämliche  Vorzeichen,  im 
zweiten  Falle  giebt  es  sowohl  positive  als  negative  ^.  Soll  nun  das 
erste  stattfinden,  so  muss  die  |rj-Spur  der  Fläche  imaginär,  mithin 
die  Gleichung 

J-l'  -f  Bri''  +  C+  2Dr3  +  2£'|  -f  2F|7]  =  0 
so  beschaffen  sein,   dass  sie  durch  reelle  'g  und  t]  unerfüllbar  ist.     Mau 
erhält  nun  aus  vorstehender  Gleichung 


Ai,  =  —  (.E+Ftj)  +  ^/{E  +  FriY  —  A{C -{-^Bti^  Bri^) , 
wobei  man  dem  Radikanden  folgende  Form  geben  kann: 
(F^      IP^fr  I  ^F-ABV     {F^-AB){E^-CA)-{EF-ADY\ 

Dieser  Ausdruck  bleibt  für  jedes  ?;  negativ,  wenn  der  Faktor  F^  —  AB 

Fortu.  Schlömilch,  anal.  Geom.  II.  17 
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F'-  —  AB  negativ 
und 

(i^2  _  AB)  {E^  —  CA)  —  {EF—  ABf   positiv 

ist,  wobei  bemerkt  werden   möge,   dass   die  zweite  Bedingung 
auf  -4  z:/  <  0  hinauskommt.     Ist  A  positiv,  so  sind 
10)  F'-  —  AB<0    und  zugleich    zl<() 

die  Bedingungen  dafür,  dass  ü  sein  Vorzeichen  behält.  AVir 
untersuchen  nun  die  Fälle  einzeln,  ob  die  unter  Nr.  10)  auf- 
geführten Ungleichungen  zusammen  stattfinden  oder  nicht. 

1.    Sind  die  Bedingungen 

A>0,     B>0,     (J>0,     F-  —  AB<0,    J  <0 
gleichzeitig  erfüllt,  so  behält  Sl  immer  dasselbe  Vorzeichen, 
und  zwar  ist  letzteres  einerlei  mit  dem  Vorzeichen  von 

%  =  AI""  +  j5  +  Cv-  +  2Bv  +  2El'v'  +  2FX; 

dieser  Ausdruck  beschränkt  sich  für  k'  =  v'  =  0  auf  B,  mit- 
hin ist  hier  5i  immer  positiv.  Bezeiclinet  femer  d  den  abso- 
luten Wert  von  z/,   so  hat  man  z/  =  —  ö   und 


''-±^'VzZ8li^       y=^^V^89.^       /=4:t;'|/- 


r 


Wegen  der  positiven  Sl  und  d  folgt  nun  augenblicklich,  dass 
bei  positiven  F  kein  reeller  Durchschnitt  existiert,  wie  man 
auch  A  und  [i  wählen  möge,  dass  zweitens  für  F  =  0  beide 
Durchschnitte  in  den  neuen  Koordinatenanfang  zusammen- 
fallen, dass  endlich  für  negative  F  jederzeit  zwei  in  endlichen 
Entfernungen  liegende  Durchschnitte  vorhanden  sind.  Die 
Gleichung  4)  oder  1)  bedeutet  daher 

a)  für   r<0   ein  EUipsoid, 

b)  „     F=0   einen  einzelnen  Punkt  (iivtc), 

c)  „     F  >  0  kein  geometrisches  Gebild. 


negativ  und  der  Parentheseninhalt  positiv  ausfällt ,   was  letzteres  unter 
der  Bedingung 

{F^  —  AB)  (E^  —  CA)  —  (E F  —  AD)-  y  0 
der  Fall  ist.  Finden  beide  Umstände  statt,  so  entspricht  jedem  reellen 
r]  ein  imaginäres  |;  die  Fläche  schneidet  dann  die  Ebene  |j;  nicht, 
und  f  behält  stets  das  nämliche  Vorzeichen.  Dieses  Resultat  stimmt 
mit  der  obigen  Angabe  überein,  wenn  man  |,  rj,  J  durch  X-.r,  u-.v,  Sl:v- 
ersetzt. 
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2.  Wemi  eine  der  Grössen  Ä,  li,  C  verschwindet,  oder 
wenn  sie  nicht  dasselbe  Vorzeichen  haben,  oder  endlich  wenn 
unter  Voraussetzung  eines  gleichen  und  zwar  positiven  Vor- 
zeichens für  A,  J),  C  die  Bedingungen 

F^  —  ÄB<0,      z/<0 

nicht  gleichzeitig  erfüllt  sind,  so  wechselt  Sl  sein  Vorzeichen, 
indem  es  durch  Null  hindurchgeht.  Es  giebt  gewisse  Wert- 
gebiete für  A,  ^,  V  (bez.  X'  und  v),  für  die  F.^Sl  positiv 
ausfällt,  gewisse  Werte,  bei  denen  F:  ^Sl  unendlich  gross 
wird,  und  ferner  andere  Wertgebiete,  die  F.zJSl  einen  nega- 
tiven Wert  verleihen.  Die  Fläche  erstreckt  sich  daher  ins 
Unendliche  und  ist  somit  ein  einschaliges  oder  zweischaliges 
Hyperboloid.  Um  zu  entscheiden,  welcher  dieser  beiden  Fälle 
vorliegt,  versuchen  wir  eine  durch  die  Gleichungen 

X  =  31  z  +  p ,       y  =  Nz  -f-  q 

dai'gestellte  Gerade  so  zu  legen,  dass  jeder  ihrer  Punkte  mit 
einem  Punkte  der  Fläche  zusammenfällt.  Die  Substitution  der 
vorliegenden  Werte  von  x   und  y    in  Nr.  6)  giebt 

(.4Jf2  ^  ^^2  _|_  cj^2I)N-{-  2E3I-\-2F3IN)z"' 

-{-2{(Ä3I+FN+E}p-{-{BN-i-F3I-{-I))q]z 
+  Ä2r  +  Bq'  +  Fpq  -  ~  =  0, 

und  wenn  diese  Gleichung  für  alle  /  bestehen  soll,  so  ge- 
hören dazu  die  drei  Bedinsfungen 


11) 


(  Ä3I'  +  BN'  +  C  +  2I)N  +  2E3I  +  2F3IN=0, 

{A3I -{-  FN  +  E) p  +  {BN  +  F3I  +  D)  q        =0, 


Ap'  +  Bq"  +  2Fpq  =  § 


Der  zweiten  Gleichung   entnehmen  wir   den  Wert  von  q  und 
substituieren  ihn  in  die  dritte,  wobei  zur  Abkürzung 

12)  A3I+  FN-i-  E=  P,      BN-{-FM-^B  =  Q 
sein  möge;  es  ergiebt  sich 

13)  {AQ''  +  BF'-2FPQ)p''-  =  ^Q\ 

17* 
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und  auf  gleiche  Weise,  "wemi  der  Wert  von  p  aus  der  zweiten 
Gleichung  in  die  dritte  eingesetzt  wird: 

14)  {AQ^^  +  BF^-2FPQ)r  =  ^P\ 

Vermöge  der  Bedeutung  von  P  und  Q  findet  man  leicht  durch 
gewöhnliche  Ausrechnung 

AQ^  +  BP^  —  2FPQ 

+  2{ABE  —  EF^)M+2(ABT)  —  BF^)N 

+  AB^  +  BE'^  —  2BEF, 

d.  i.   wenn   man    die   positiven   und   negativen  Glieder    in    der 

ersten  und  zweiten  Reihe  rechter  Hand  zusammenfasst: 

AQ''-\-BP^  —  2FPQ 

=  {AB  —  F^){A3P-\-BN'-{-2BN+2EM-\-2F3IX) 

+  AB'  +  BE'  —  2BEF. 

Nach  der  ersten  Gleichung  in  Nr,  11)  und  zufolge  von  Nr.  2) 

hat  man  weiter 

AQ''-]-BP''  —  2FPQ 

=  (AB  —  F')  (—  0)  +  (z/  +  ABC—  CF')  =  A. 

Hierdurch  vereinfachen  sich  die  Gleichungen  13)  und  14);  sie 
werden  nämlich  bei  umgekehrter  Anordnung 

15)  TP'  =  A'ci',        FQ'  =  /l'if-. 

Hieraus  ist  sofort  ersichtlich,  dass  gerade  Linien  auf  der  Fläche 
nicht  bestehen  können,  wenn  r'<0  ist  (F=  0  ist  wegen 
der  allgemeinen  Voraussetzung  des  Hauptfalls  A  hier  aus- 
geschlossen.) Denkt  man  sich  p  und  q  so  gewählt,  dass  sie 
der  dritten  Gleichung  in  Nr.  11)  genügen,  d.  h.  geometrisch, 
nimmt  man  irgend  einen  Punkt  pq  der  Horizoutalspur  unserer 
Fläche  als  Horizontalspur  der  verlangten  Geraden,  so  dienen 
die  Gleichungen  15)  zur  Bestimmung  von  P  und  Q,  woraus 
dann  M  und  N  mittels  der  Gleichungen  12)  folgen.  Weuu 
r>0  ist,  so  fragt  es  sich,  ob  die  Horizontalspur  der  Fläche 
reell  oder  imaginär  ist.  Setzt  man  ^4  =  0  voraus,  so  gehört 
zu  jedem  reellen  q  ein  eben  solches  p,  die  Spur  ist  also  reell 
und  zwar  im  allgemeinen  eine  Parabel.  Ist  dagegen  .4  >  0, 
so  zieht  man  aus  der  Gleicliung-  der  Horizoutalspur  den  Wert 
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16)  Aj,  =  -Fq±  y^  +  (F'-ÄB)  q% 

und  dieser  kann  unter  Voraussetzung  eines  positiven  Ä  und  F 
nur  dann  für  jedes  reelle  q  imaginär  werden,  wenn  F~ — AB 
und  ^  gleichzeitig  negativ  sind;  ist  nun  -4  >  0,  i^  >  0,  6'>0, 
so  ist  dieses  Zusammentreffen  durch  die  anfangs  gemachte  Voraus- 
setzung ausgeschlossen. 

Auch  dann,  wenn  A,  B,  C  nicht  dasselbe  Zeichen  haben, 
vertragen  sich  ^4  >  0  und  F'^  —  AB<CO  nicht  mit  z/ <  0. 
Aus  F^  —  AB  <  0  und  A>0  folgt  zunächst  B  >  0,  mithin 
muss  C  <  0  sein.  Ferner  folgt,  wenn  man  nur  die  absoluten 
Werte  beachtet,  dass  F -C  \/AB  ist.     Aus 

^  \  =  (DyÄ^EyBf±2DE{YJB^^F) 

erkennt  man  nun  leicht,  dass  dieser  Ausdruck  unter  allen  hier 
möglichen  Umständen  positiv  ist;  für  DE  >  0  achte  man  rechts 
auf  die  oberen  Zeichen;  für  DjEJ  <  0  beachte  mau  die  linke 
Seite,  wenn  i*^  >  0,  und  die  unteren  Zeichen  der  rechten  Seite, 
wenn  i^<0;  die  besonderen  Fälle  DE  ^  0  und  F^O  er- 
ledigen sich  ohne  weiteres.     Da  nun 

z/  =  AD'  +  BE'-  +  C{F'-  —  AB)  —  2DEF, 
so  folgt  die  Richtigkeit  obiger  Behauptung. 

Sind  p  und  q  reell,  so  folgen  aus  15)  unter  Rücksicht  auf 
die  mittelste  der  drei  Gleichungen  11)  die  Vereine 

-^1  -  y^  ,     Vi  -       y^ ,     ^2  -       y^,     ^'~  yr' 

woraus  dann  zwei  reelle  Vereine  für  M  und  N  hervorgehen; 
es  können  also  in  diesem  Falle  in  jedem  Punkte  der  Horizontal- 
spur zwei  Gerade  auf  der  Flüche  gezogen  werden. 

Unter  den  zu  Anfang  dieses  Abschnitts  angegebenen 
Voraussetzungen  ist  daher  die  Fläche  ^  =  0  ein  geteiltes 
oder  ein  einfaches  Hyperboloid,  je  nachdem  F  negativ 
oder  positiv  ist. 

n.  Die  Ebenen  T^  =  0,  T.,  =  0,  T^  =  0  haben  einen 
eindeutig  bestimmten  unendlich  fernen  Punkt  gemein. 

Nach  der  Voi-aussetzung  des  Hauptfalles  A,  zu  welchem 
n  gehört,    kann   weder  T^    identisch    verschwinden,   noch   die 
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Ebene    T^  ^  0    unendlich    fern    sein    oder    die    den    Ebenen 
Tj^  =  0,   T2  "^  0,   T3  =  0  gemeinsame  Richtung  enthalten. 

Die  Ebenen  T^,  Tg,  T3,  die  den  Ursprung  enthalten 
und  der  Reihe  nach  die  Stellungen  von  T^,  T^,  T,  haben, 
deren  Gleichungen  also  sind 

T^  -=^  Äx  -\-  Fij  -^  Es  =  0 , 

18)  T^  =  Fx-{-  By-\-  Dz  =  0, 
%  =  Ex-^  Dy-\-  Cs  =  0, 

schneiden  sich  in  diesem  Falle  in  einer  eindeutig  besimmten 
Geraden,  die  die  Richtung  des  gemeinsamen  unendlich  fernen 
Punktes  der  Ebenen  T^,  T^,  T^  hat;  es  dürfen  daher  von  den 
Funktionen  T^,  Tg,  Tg  weder  zwei  identisch  verschwinden, 
noch  eine  identisch  verschwinden,  während  die  beiden  andern 
Ebenen  zusammenfallen,  noch  alle  drei  identisch  verschwinden 
oder  alle  drei  Ebenen  zusammenfallen. 
Aus  18)  ergiebt  sich 

J-X  =  0,      J.y  =  0,      J-2  =  0. 
Da  diese  Gleichungen  nicht   blos  von    x  =  1/  =  s  ^  0    erfüllt 
werden,  so  folgt 

19)  ^  =  0. 

Verschwindet  z.  B.  Tg  identisch ,  so  bleiben  wegen  E^=  D 
=  C  =0    von  18)  nur  übrig 

T,^Äx-j-Fy  =  0, 
%=iFx-\-By  =  0, 
und  da  diese  nicht  zusammenfallen  dürfen,  so  folgt 
F-  —  AB^(d. 
Auch   dann,   wenn  keine   der  Funktionen   T^,  To,  Tg   ver- 
schwindet, erkennt  man  leicht,  dass  unter  den  übrigen  Voraus- 
setzungen dieses  Falles  wenigstens  eine  der  Grössen 

F^  —  AB,      D'  —  BC,      E'  —  ÄC 

von  Null    verschieden   sein    muss.     Nimmt    man    nämlich    an, 
dass  gleichzeitig 

20)  F^  —  AB  =  0,      D'  —  BC  =  0,      E' —  AC  =  0 

und  nimmt  zunächst  weiter  an,  es  sei  eine  der  Grössen  .4,  B 
oder  C  gleich  Null,  z.  B.  ^  =  0,  so  folgt  aus  20)  sofort 


F        E 

B  ~  n  ' 

E         F 

c  ~  i) 

B         B 

A  E 
E  ~  C 
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F==E=0,     also     T^       0. 

Ist  dagegen  keine  der  Grössen  Ä,  B,  C  gleich  Null,  so  schliesst 
man  aus  20) 

CF'  =  AIP  =  BE'  =  ABC. 

Wenn  man  dies  in  10) 

z^  =  AD-  +  BE-  +  TF^  —  ABC  —  2BEF  =  0 
einsetzt,  so  erhält  man 

ABC  =  DEF, 
und  sieht  hieraus  sofort,  dass  auch  keine  der  Grössen  D,  E,  F 
gleich  Null  sein  kann.     Aus 

AD'  =  DEF,       BE-  =  DEF,       CF-  =  DEF 

folgt  nun 

Ä_F 
E  ~  D  ' 

in  Verbindung  mit 

A  _  F 
E  ~  B  ' 

folgt,  dass  alsdann  die  Ebenen    T^  =  0,   T^  =0,  Tg  =  0    zu- 
sammenfallen, im  Widerspruche  mit  den  Voraussetzungen. 

Unser  Fall  wird  also  durch  die  algebraischen 
Bedingungen  gedeckt,  dass  z/ ==  0  ist,  während  von 
den  Grössen 

D^  —  BC,      E'—CA,       F^'  —  AB 
wenigstens   eine  von  Null   verschieden   ist. 

Unter  der  Voraussetzung  z/  =  0,  F'^  —  AB^Q  köimen 
wir  die  Gleichung  4)  in  der  Weise  vereinfachen,  dass  die 
Glieder  mit  x  und  y  und  das  letzte  Glied  wegfallen,  indem 
wir  dem  neuen  Nullpunkte  die  Bedingungen  auferlegen 

21)      Ti  {u,  V,  tv)  =  0 ,      T.2  {((^  V,  iv)  =  0,      ^{u,  v,w)  =  0 

und  hieraus  n,  v,  w   bestimmen.     Dies  geschieht  auf  folgende 
Weise.     Wir  geben  der  letzten  Gleichung  die  Form 

{Au  +  Fv-]-Ew-{-  G)  u  +  {Fu  -\-Bv-\-D  iv  -\-H)v 

+  Cw-  +  Dviv  +  Ewit  +  Gu  +  Hv  +  2Jtv  -}-  K=0, 
welche,  den  beiden  ersten  Gleichungen  zufolge,  auf 

Ctv'  +  Diw  -{-  Eivn-^  Gu-\-  Hv  +  2Jn-  -\-  K  =  0 


2G4  Achtes  Kapitel.     Die  Flächen  zweiten  Grades. 

zurückkommt,  und  .setzen  hier  statt  ii  und  v  ihre  aus  den 
beideu  ersten  Gleichungen  in  Xr.  2ij  fliessenden  Werte 

^.^.        _  {B  E—FD)  w  +  BG  —FH  _  {AD  —EF) w -\-ÄH—FG 

nach  gehöriger  Reduktion  erhalten  wir  für  iv  die  quadratische 
Gleichung 

\C(F^  —  AB)  +  I){AT)  —  EF)  +  E{BE—FD)]ic'- 

+  2[G{BE  —  FD)  +  H{AD  —  EF)  +  J(F-'  —  ÄBy\w 

+  AH'  +  BG'~  —  2FGH+  K{F'  —  AB)  =  0. 

Der  Koeffizient  von  iv-  ist  einerlei  mit  z/  und  ebendeswegen 
^  0;  der  Koeffizient  von  2iv  ist  =  A^]  das  Übrige  heisse 
zur  Abkürzung  x;  die  vorstehende  Gleichung  liefert  also  für 
tu  den  bestimmten  endKchen  Wert 

— ^s 

und  daraus  ergeben  sich  nach  Nr.  22)  bestimmte  endliche 
Werte  für  u  und  v^  wofern  F^  —  AB  von  Null  verschieden 
ist,  was  wir  für  jetzt  voraussetzen.  Die  Gleichung  4;  wird 
hiernach  zur  folgenden 

j  Ax'-  +  Biß  +  Cz'-'  +  2By'z  +  2Ez'x 

-  \  \  -^2Fxy'  +  2Lz'  =  0, 

worin 

Eh  -\-Bv  +  Civ  +  J=L 

gesetzt  worden  ist,  und  es  bedarf  nun  der  Untersuchung,  ob 
dieselbe  ein  elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
bedeutet. 

Zu    diesem   Zwecke  versuchen   wir,    eine   durch    die   Glei- 
chungen 

x  =  21  z  +  p,       y  =  Xz'  +  p 

charakterisierte  Gerade  so  zu  legen,  dass  jeder  ihrer  Punkte 
zugleich  ein  Punkt  der  Fläche  ist.  Nach  Substitution  der 
vorliegenden  Werte  von  x  und  ?/'  geht  die  Gleichung  24) 
über  in 

(AM^  +  By-  +  C+  2DX-\-  2EJI  +  2F3IN)/- 

+  2[(AM+  F.Y-f  E^p  +  (By-\-FM-{-D)q  -f  L]z' 

+  Ap'  +  B<r-{-2Fpq  =  0, 
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welche  für  alle  möglichen  /  nur  dann  bestehen  kann,  wenn 
die  Bedingungen 

AM'  +  BN-  +  C-\-'2J)N-i-  2EM+  2FMN  =  0, 
20)      {ÄM-\-FN-\-E)p-{-{BN-i-FM+I))q-{-L=0, 
Af  +  B(f  +  2Fp(i  =  0 

zusammen  erfüllt  sind.     Die  letzte  Gleichung  giebt 
Ap  =  {—F±  yF'  —  AB)  q. 

Ist  nun  erstens  F'  —  AB  negativ,  so  genügt  der  vorstehenden 
Gleichung  nur  das  eine  reelle  Wertepaar  i>  =  0,  (/  =  0,  ver- 
möge dessen  die  zweite  Gleichung  in  Nr.  25)  zu  X  =  0  wird  • 
dieses  Resultat  widerspricht  aber  der  Voraussetzung  des  Haupt- 
falls A.  F'ür  F'-  —  AB<^0  giebt  es  also  keine  reellen  Werte 
von  p  und  g,  mithin  auch  keine  Geraden  auf  der  Fläche.  Im 
zweiten  Falle  F'^  —  .4J?>0  genügen  der  dritten  Gleichung  in 
Nr.  25)  unendlich  viel  reelle  Wertepaare  von  p  und  q,  und 
es  fragt  sich  dann  noch,  ob  denselben  reelle  Werte  von  M 
und  iV^  entsprechen.  Um  dies  zu  entscheiden,  substituieren 
wir  den  aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nr.  25)  gezogenen  Wert 
von  q  in  die  dritte  Gleichung  und  benutzen  die  schon  in 
Nr.  12)  angegebenen  Abkürzungen;  wir  erhalten 

{AQ-'  -ir  BP'  —  2FP  Q)p-  +  2L(BP  —  FQ)p  +  BV- =  0. 

Hier  ist  (S.  260)  der  Koeffizient  von  ])^  einerlei  mit  J,  d.  h, 
=  0,   also  bleibt 

FQ-BP  =  ^, 

oder  zufolge  der  Werte  von  P  und  Q: 

{F'  —  AB)3I=BE  —  FD-\-^' 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich,  wenn  j;  aus  der  zweiten  und 
dritten  Gleichung  in  Nr.  25)  eliminiert  wird, 

(F-  —  AB)  N=AD  —  EF+^- 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  liefern,  wegen  F'~  —  AB  ^  0^ 
endliche  bestimmte  Werte  für  M  und  N,  d.  h.  durch  jeden 
Punkt  der  Horizontalspur  unserer  Fläche  können  auf  letzterer 
zwei  Gerade  gezogen  werden.  Nach  cUesen  Erörterungen  be- 
deutet die  Gleichung  24)  oder  4) 


266  Achtes  Kapitel.     Die  Flächen  zweiten  Grades. 

für  F'^  —  AB  <,0   ein  elliptisches  Paraboloid, 
„     F'^  —  ÄB^O   ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Dasselbe  Resultat  findet  mau  rascher  mittels  der  Be- 
merkung, dass  ein  elliptisches  Paraboloid  nicht  in  Hyperbeln 
und  ein  hyperbolisches  nicht  in  Ellipsen  geschnitten  werden 
kann,  dass  also  bei  einer  nicht  centrischen  Fläche  ein  einziger 
elliptischer  Schnitt  für  das  elliptische  Paraboloid,  und  ein 
einziger  hyperbolischer  Schnitt  für  das  hyperboli.sche  Paraboloid 
entscheidet.  Legt  man  nun  in  der  Entfernung  s'  =  h  eine 
Ebene  jjarallel  zur  Ebene  x'y,  so  erhält  man  als  Gleichung 
ihres  Sclinittes  mit  der  Fläche  24) 

Ax'-'  +  J?2/''  +  2Fx'y  +  2Ehx  +  2 Bhij  +  C7r  -{-2Lli  =  0- 

hier  lässt  sich  das  beliebige  li  immer  so  wählen,  dass  der 
Schnitt  reell  wird,  und  er  bildet  dann  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel,  je  nachdem  F'^  —  AB  negatiy  oder  positiy  ist. 

Hauptfall  B. 

Von  den  vier  Funktionen  T^,  T.^,  T^,  T^  yer- 
schwindet  entweder  eine  oder  mehr  als  eine  identisch, 
oder  die  Ebenen  T^  =  0,  T,  =  0,  Z,  =  0,  T,  =  0  haben 
einen  oder  mehr  als  einen  endlich  oder  unendlich 
fernen  Punkt  gemein. 
I.  Die  Funktion  T^  verschwindet  nicht  identisch. 

1.   Keine    der    Funktionen    T^,    Tg,    T.^    verschwindet 
identisch. 

a)  Die  Ebenen  T,  =  0,  T,  =  0,  T3  =  0  haben  einen 
eindeutig  bestimmten  endlich  fernen  Schnitt- 
punkt. Die  Fläche  ist  (S.  180)  ein  eigentlicher 
(nicht  in  Ebenen  zerfallender  oder  in  einen  Cylinder 
ausartender)  Kegel.  Ein  die  Spitze  nicht  enthaltender 
ebener  Schnitt  entscheidet  leicht  darüber,  ob  der 
Kegel  reell  ist,  oder  ob  er  ausser  der  Spitze  keine 
reellen  Punkte  enthält. 

b)  Die  Ebenen  T^  =  0,  T,  =  0,  T.  =  i)  haben  eine 
endlich  ferne  Gerade  gemein,  und  uicht  mehr. 
Sind  P'  und  P"  Punkte  dieser  Geraden,  so  hat  P'P" 
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mit  y'j  =  ()  entweder  nur  einen  unendlich  lernen  I^unkt 
gemein,  oder  fällt  ganz  auf  2\=()  (Seite  183,  Nr.  l(j). 
cc)  Wenn  T^=0  nur  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Geraden    7\  T.^  T.^    enthält,    so    ist    die    Fläche    ein 
Cylinder  mit  unendlich  vielen,  die  Gerade  T^T.^1\ 
erfüllenden    Mitte]{)unkten,    also    elliptisch    oder 
hyperbolisch.    Welcher  dieser  beiden  gegebenen- 
falls vorliegt,  wird  aus  irgend  einem  gegen  die  Mantel- 
linien geneigten  ebenen  Querschnitte  leicht  erkannt. 
ß)  Wenn  i;  =  i)   die  Gerade  T^  1\  T^  enthält,   so  ist 
die  Fläche  ein  Kegel,  der  jeden  Punkt  dieser  Ge- 
raden zur  Spitze  hat,  d.  i.  ein  Ebenen  paar,  das 
die  Gerade  T^T^T^T^  enthält,  und  dessen  Ebenen 
reell  oder  konjugiert  komplex  sein  können, 
c)  Die    Ebenen    Tj  =  0,     2^2=0,     1^=0     haben 
gleiche  Stellung,  sind  aber  nicht  alle  unend- 
lich  fern,   fallen   auch  nicht  alle   zusammen. 

Hierbei  kann  T^  nicht  die  Stellung  der  Ebenen 
T^y  T.2,  Tg  haben;  denn  alsdann  wäre  nicht  blos, 
wie  die  Voraussetzung  verlangt, 

A:  F :  E  =  F :  13  :  D  =  E  :  D  :  C , 

sondern  dieser  Proportion  wäre  auch  noch  G  :  H :  J 
anzuschliessen,  und  daraus  würde  dann  das  Zusammen- 
fallen der  Ebenen  T^,  1\,  T^  folgen,  entgegen  der 
Voraussetzung.  Da  nun  T^  eine  andere  Stellung  hat, 
wie  jTjl,  Tg  und  Tg,  so  enthält  $  alle  die  Geraden, 
die  durch  einen  Punkt  von  X'  gehen  imd  die  gemein- 
same Richtung  von  T^  und  T^  (bez.  Tg,  Tg)  haben, 
und  hat  die  unendlich  fernen  Punkte  von  T^  (bez.  Tg 
und  Tg)  zu  Mittelpunkten.  Hieraus  erkennt  man  ^ 
als  parabolischen  Cylinder. 
<Z)  Die  Ebenen  T,  =  0,  T^  =  0,  Tg  =  0  fallen  im 
Endlichen  zusammen,  sind  aber  von  T^  ver- 
schieden.    Aus  der  Voraussetzung 

A:F'.E:  G  =  F :  B  :  D  :  H  =  E  :  I)  :  C:J 

folgt,  dass  T4  =  0  mit  T^  =  0  gleiche  Stellung  hat; 
ferner  ist 
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r^^^T,,    T,=  §.T„    T-K=^(T-G\ 
folglich 

'^=T,x-\-T,y+T,z  +  T, 
=  ^{T,Ux-\-Fy+Ez+G)-{G'-AK)], 

Die  Fläche  4^=0  zerfällt  also  in  zwei  Ebenen 


l\  —  yG'—ÄK=0,      T,-j-yG^—AK=0 
von  derselben  Stellung;  sie  sind  reell  und  verschieden, 
reell  und  vereint,  oder  konjugiert  komplex,  je  nach- 
dem G'-  —  AK^O. 

e)  Die    Ebenen    2\  =  0,    T,  =  0,    T3  =  0    sind    un- 
endlich fern,   nicht   aber   T^  =  0. 

In   diesem  Falle    fehlen    in   den  Funktionen   T^, 
To,  Tg  die  veränderlichen  Glieder,  es  ist  also 

A  =  F=E  =  B  =  D  =  C  =  0', 
hiernach  beschränkt  sich  die  Gleichung  der  Fläche  auf 

X'  =  2Gx-{-  2Hy  +  2Jz  +  Ä'  =  0, 
die  Fläche  ist  also   eine  im  Endlichen    liegende 
Ebene,  zu   der  noch,   um   ein   Gebilde  zweiter  Ord- 
nung zu  erhalten,   die  unendlich  ferne  Ebene  hin- 
zugedacht werden  kann. 
/■)  Die    Ebenen    T,  =  0,    T,^  =  0 ,    T^  =  0 ,    1^  =  0 
fallen   zusammen. 
Hier  ist 
A:F:E:G  =  F:B:I):II=E:D:C:J 

,  =  G  :  H:  J  :  K , 

also 

und  daher 

f  =  A  .  j  2 
''     '  A        1  • 

Die    Fläche    ist    daher    eine    reelle    Doppelebene 

( J,  =  0). 

Bemerkung.     Die   Annahme,    dass  die  Ebenen 

T,,   T.,,   Ty  eine  Richtung,   und  nicht   mehr,  gemein 
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haben,  vertrügt  sich  nielit  mit  den  Voraussetzungen 
B,  I,  1.  Denn  diesen  zufolge  müsste  auch  7'j  die 
den  Ebenen  T^,  T,^,  T^  gemeinsame  Richtung  ent- 
halten. Sind  nun  P'  und  P"  irgend  zwei  den  Ebenen 
Ti  und  Tg  gemeinsame  Punkte,  so  ist  T^' =  T.^ 
=  J/'  =  To"  =  0 ;  da  ferner  P'  F"  nach  der  An- 
nahme mit  Tg  und  T^  i^arallel  ist,  so  muss  T..'  =  T./', 
T/  =  Ti"  sein.     Setzt  man  dies  in  die  Identität 

T,'x"  +  To>"  +  T,'z"  +  T: 
=  T,"x  4-  T,"y  +  T3"/  -f  T,", 

so   ergiebt  sich  z"  =^  z' j  während  im  allgemeinen  z" 
imd  z   verschiedene  Werte  haben. 

Auch  für  den  Fall,  dass  die  Ebenen  T^,  T^,  Tg 
eine  Richtung  mit  der  ici/- Ebene  gemein  haben,   er- 
kennt man  in  ähnlicher  Weise,   dass  T^  =  0  im  all- 
gemeinen   nicht    die    gemeinsame    Richtung   von    Tj, 
Tg   und   Tg   enthalten  kann.     Denn   nimmt  man   als- 
dann P'  und  P"  auf  T«  =  0  und  Tg  =  0   an,  so  ist 
T;  =  T/'    und    T;  =  f/'    und    die    obige    Identität 
ergiebt    x  =  x",    was   im   allgemeinen    nicht   zutrifft, 
ausser  wenn  die  Ebenen  2\,  T,,  Tg,  T^  der  ?/-Achse 
parallel  sind.    Dann  müsste  aber  F=  B  =  D  =  11=  0 
sein,  d.  h.  T^  müsste  identisch  verschwinden,  entgegen 
der  Voraussetzung  1. 
2.  Eine    der    Funktionen    T^ ,    T^ ,    Tg    verschwindet 
identisch,   die   andern   beiden  nicht. 
Ist  z.  B.  Tg  ^  0,  so  bedeutet  dies 

E  =  D  =  C  =  J=0, 

und  es  ist 

S'  =  Ax-  +  Bif  4-  2Fxy  +  2Gx  +  2Hy  +  J^=  0. 

Die  Fläche  ist  daher  ein  Cylinder,  dessen  Mantel- 
linien die  Richtung  der  0-Achse  haben.  Je  nach- 
dem seine  Spur  auf  der  a:^-Ebene  ein  eigentlicher 
reeller  Kegelschnitt,  oder  ein  imaginärer  Kegelschnitt, 
oder  ein  zerfallender  Kegelschnitt  ist,  ist  der  Cylinder 
eigentlich  und  reell,  oder  imaginär,  oder  er  zerfällt  in 
Ebenen. 
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3.  Zwei    der    Funktionen    T^,    T^,    T.^    verschwinden 
identisch,   die   dritte  nicht. 

Die  Voraussetzung  T^'^i  T^^  0  bedeutet 

und  es  ist         -         -    o    ,    r.  ^      ,    -r^ 

J;  r  :  Ax^  -\-2Gx-\-  K^:(). 

Da  nach  der  Voraussetzung  A  und  G  nicht  zugleich 
verschwinden  können,  so  zerfällt  die  Fläche  in  zwei 
Ebenen  von  der  Stellung  der  ?/i'-Ebene,  die  reell 
und  verschieden,  oder  reell  und  vereint,  oder  konjugiert 
komplex  sein  können;  im  ersten  Falle  liegen  beide  in 
endlichen  Abständen  vom  Xullpunkte,  wenn  A  ^  0,  da- 
gegen ist  eine  unendlich  fem  zu  denken,  wenn  A  =  0. 
II.  Die  Funktion  T^  verschwindet   identisch, 

1.  Keine    der    Funktionen    T^,   To ,   T^    verschwindet 
identisch. 

Die  Fläche  <f  =  0  ist  ein  Kegel,  dessen  Spitze  im 
Xullpunkte  liegt  und  der  eigentlich  sein  oder  in  zwei 
sich  schneidende  Ebenen  zerfallen  kann  (vergl.  B,  I,  1). 

2.  Eine    der    Funktionen    T^,    To ,    Tg    verschwindet 
identisch,   die   andern   beiden  nicht.     Ist  z.  B. 

A  =  F=E  =  0,    (neben  G  =  H=J=K=0), 

die    Fläche    zerfällt    also    in    zwei    Ebenen,    die    die    x- 
Achse  enthalten. 

3.  Zwei    der    Funktionen    T^ ,    T, ,    T,    verschwinden 
identisch,   die   dritte  nicht.     Ist  z.  B. 

A  =  F=E=B=n  =  0, 
(neben    G  =  H=J=K=i)), 

die  Fläche   besteht  also   aus   der  doppelt   zu   denkenden 
.r?/- Ebene. 
Zur   Erleichterung  des    Gebrauchs   fassen    wir  den  Inhalt 
dieses  Abschnitts  kurz  zusammen. 
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Übersicht  der  Unterscheidungszeichen. 
Hauptfall  A. 
rj  =  0,  ^2  =  0,  T.,  =  0,  T^  =  0  sind  nicht   identisch, 
liaben    auch   keinen    endlichen   oder    unendlich    fernen 
Punkt   gemein. 
I.  z/  ^  0. 

1.  A  >0,  B>  0,  C  >  0,  F-  —  Ali  <  0,  ^  <  0. 
rt)   r  <  0  .  .  .   EUipsoid ; 

h)   r=  0  ...  ein  Punkt; 

c)   r*  >  0  .  .  .  kein  geometrisches  Gebild. 

2.  A>0,    B>0,    C>  0,   F-  —  Ali   und    zJ   nicht    zu- 
gleich negativ, 

oder  ABC  =  0, 

oder  A,  B,  (^  nicht  gleichen  Zeichens: 
«)  r'<0  ...  geteiltes  Hyperboloid; 
h)  F  >  0  ...  einfaches  Hyperboloid. 
II.  z/  =  0. 

1.  F^  —  AB  <  0  .  .  .  elliptisches  Paraboloid; 

2.  F^  —  ^jB  >  0  .  .  .  hyperbolisches  Paraboloid. 

Hauptfall  B. 
Von  den  vier  Funktionen  T^,  To,  T^,  T^  ver- 
schwindet entweder  eine  oder  mehr  als  eine  iden- 
tisch, oder  die  Ebenen  T^  =  0,  T^  =  0,  T.,  =  0,  T^  =  0 
haben  einen  oder  mehr  als  einen  endlich  oder  un- 
endlich fernen  Punkt  gemein. 
I.  Die  Funktion  T^  verschwindet  nicht  identisch. 

1.  Keine    der    Funktionen    T^,    T=,,    T^    verschwindet 
identisch. 

a)  Die  Ebenen  T^  =  0,   T,  =  0,   T^  =  0  haben  einen 
eindeutig   bestimmten   endlich    fernen   Schnitt- 
punkt. ..  .  eigentlicher,  reeller  oder  imaginärer  Kegel. 
h)  Die  Ebenen  T^  =  0,   1\  =  0,   T^  =  0   haben   eine 
endlich  ferne  Gerade  gemein,  und  nicht  mehr. 
a)  Die    Ebene    T^=  0   hat    mit    dieser    Geraden 
nur    einen    unendlich    fernen    Punkt   gemein. 
.  .  .  elliptischer  oder  hyperbolischer  Cylinder. 
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ß)  Die  Ebene  T^  ==  0  enthält  die  Gerade  der 
Ebenen  T,  =  0,  T,  ==  0,  T,  =  0.  ...  reeUes 
oder  konjugiert  komplexes  Ebenenpaar. 

c)  Die  Ebenen  T^  =  0,  T^  =  ^,  ^3  =  <'->  haben 
gleiche  Stellung,  sind  aber  nicht  alle  unend- 
lich fern,  fallen  auch  nicht  alle  zusammen. 
,  .  .  parabolischer  Cylinder. 

d)  Die  Ebenen  T,  =  0,  Z  =  0,  T,  =  0  fallen  im 
Endlichen  zusammen,  sind  aber  von  T^  ^  0 
verschieden.  .  .  .  zwei  parallele  reell  verschiedene, 
reell  vereinte  oder  konjugiert  komplexe  Ebenen. 

e)  Die  Ebenen  T^  =  0,  T,  =  0,  1^  =  0  sind  un- 
endlich fern,  nicht  aber  T^^O.  ...  eine  Ebene. 

f)  Die  Ebenen  1^  =  0,  T^  =  0,  Tg  =  0,  2^  =  0  fallen 
zusammen.  .  .  .  eine  Doppelebene. 

2.  Eine  der  Funktionen  1\,  T<>,  T3  verschwindet 
identisch,  die  andern  beiden  nicht.  .  .  .  eigent- 
licher oder  zerfallender,  reeller  oder  nicht  reeller 
Cylinder  von  der  Richtung  einer  Koordinatenachse. 

3.  Zwei  der  Funktionen  T^,  To,  T^  verschwinden 
identisch,  die  dritte  nicht.  .  .  .  zwei  reell  ver- 
schiedene, reell  vereinte  oder  konjugiert  komplexe 
Ebenen  von  der  Stellung  einer  Koordinatenebene. 

n.  Die  Funktion  T^  verschwindet   identisch. 

1.  Keine  der  Funktionen  T^,  T.^,  Tg  verschwindet 
identisch.  ...  eigentlicher  oder  zerfallender  Kegel. 

2.  Eine  der  Funktionen  T^,  T^ ,  T3  verschwindet 
identisch,  die  andern  nicht.  .  .  .  zwei  Ebenen,  die 
eine  Koordinatenachse  enthalten. 

3.  Zwei  der  Funktionen  T^,  Z, ,  T3  verschwinden 
identisch,  die  dritte  nicht.  ...  eine  verdoppelte 
Koordinatenebene. 

Zur  Einübmig  der  Unterscheidungszeichen  mögen  zu- 
nächst einige  Zahlenbeispicle  dienen.  Es  gilt,  über  die  Natur 
der  Flächen  zweiter  Ordnung  zu  entscheiden,  deren  Glei- 
chungen die  aus  nachstehender  Tafel  ersichtlichen  Koefti- 
zienten  haben: 
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Nr. 

^ 

B 

c 

D 

E 

!<' 

r? 

ff 

/ 

K 

I 

2 

3 

—  3 

—  * 

1 

—  1 

■> 

U 

2 

3 

—  3 

—  4 

1 

—  1 

—  2 

2 

3 

0 

m 

3 

5 

4 

1 

—  1 

2 

—  2 

2 

3 

4 

IV 

3 

6 

^ 

1 

-1 

2 

—  2 

2 

3 

5 

V 

2 

3 

—  3 

—  4 

1 

—  1 

—  2 

2 

3 

—  15/14 

VI 

2 

3 

27/5 

—  4 

1 

—  1 

—  2 

2 

—  1 

3 

vu 

2 

3 

27/5 

—  4 

1 

—  1 

—  2 

2 

—  12/5 

3 

ViU 

4 

1 

1 

—  1 

2 

—  2 

-:6 

3 

—  6 

8 

rx 

4 

1 

1 

—  1 

2 

—  2 

—  6 

3 

—  3 

9 

X 

2 

3 

0 

0 

0 

—  1 

—  2 

2 

0 

2 

XI 

4 

1 

1 

—  1 

2 

—  2 

—  4 

2 

—  2 

—  5 

L     T,=:2x  —  y-^z  —  2,     T,:-  — a;  + 3y-4^  + 2, 

I)'~-BC=2b,      CF—DE=1,        BE—DF=  —  l, 
ir-  —  AC=l,       AD^EF  =  —  l,     F-  —  ÄB  =  -  6-, 


Ay^  —  39, 
u  =  13/14, 


^,  =  -21,       ^3  =  -27, 


42, 

V 


r  = 

1/2, 


39: 


«t:  =  9/14. 


Die  Ebenen  I\  =  0,  ^2  =  ^>  ^3  =  0  haben  also  einen  ein- 
deutigen, endlich  fernen  Schnittpunkt,  der  nicht  auf  T^  ==  0 
liegt,  und  A^  B,  C  haben  nicht  dasselbe  Vorzeichen;  folglich  ist 
Nr.  I  ein  Hyperboloid,  und  zwar,  da  F  =  39,  ein  ein- 
schaliges. 

n.    Hier  ist  1^=  —  45,   und  daher  die  Fläche  Nr.  H  ein 
geteiltes  Hyperboloid. 

m.     T,=  Sx-{-2ij-z-2,       T,^2x^by  +  z  +  2, 

^3  =  — :r  +  ^-f-4^  +  3; 

D2_J?C=  — 19,     CF—DE=9,    BE  —  DF=  —  1, 

F?  —  AC  =  —  n,     AD  —  EF  =  b,       F'~AB=  — 11, 

^^  =  35,         A,  =  —  2ö,        ^3  =  —  9, 

z/  =  — 32,         r=  — 19. 

u  =  35/32,         v  =  —  25/32,        w  =  —  9  32. 


Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  II. 
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Die  Ebenen  l\j  Tg,  T^  haben  einen  eindeutigen,  endlich  fernen 
Schnittpunkt,  der  nicht  auf  T^  liegt;  ferner  haben  Ä,  B,  C 
dasselbe  Zeichen  und  es  ist  J.  >  0,  F^  —  AB  <  0,  z/  <  0, 
r<0;  folglich  ist  Nr.  HI  ein  Ellipsoid. 

IV.  Euer  ist  Alles,  wie  bei  Nr.  III,  nur  ist  F=  13,  die 
Gleichung  hat  also  keine  geometrische  Bedeutung  (imagi- 
näres Ellipsoid). 

V.  Alles  wie  bei  Nr.  I  und  Nr.  11,  aber  F  =  0,  die 
Gleichung  stellt  also  einen  reellen  Kegel  mit  der  Spitze 
u,  V,  IV  dar. 

VI.  T^  =  2x  —  y+z  —  2,      T^  =  —  x-\-3y  —  4z  +  2, 

T,  =  x-4y-\r^z-l. 

FJ  —  AC  =  —  'i, 

Aus 

T,=  2x  —  y-\-z, 

folgen  die  Identitäten 

Ti  +  7T,  +  5T,  ZI  0,       J,  +  IT,  +  5T3  =  7, 

aus  denen  hervorgeht,  dass  T^  ^  0,  Tg  ^  0,  T3  =  0  eine  Gerade 
gemein  haben,  deren  Gleichungen  sind 

x=^r,         y^ii=~ir,         z^^br, 

dass  aber  die  Ebenen  T^  =  0,  T^  =  0,  Tg  =  0  diese  Gerade 
nicht  gemein  haben.  Setzt  mau  diese  Werte  in  T^  ein,  so 
erhält  man  T^  =  7r  -f-  3,  woraus  hervorgeht,  dass  auch 
T4  ==  0  die  Gerade  x:y:z=\:'l:b  nicht  enthält.  Folglich 
ist  Nr.  VI  ein  Paraboloid,  und  zwar  ein  elliptisches,  da 
F^  —  ÄB<  0. 

VII.  Hier  ist,  in  Abweichung  von  Nr.  VI, 

T,^x-4y-\-'^,-'i, 

'^''^^''  T1  +  7T0+5T3  — 0, 

also  enthalten  die  Ebenen  T^  =  0,  T»  =  0,  2\  =  0  eine 
gemeinsame  Gerade,  für  deren  imendlich  fernen  Punkt  wieder 
die  Gleichungen  gelten 


CF- 

-DE=-i, 

BE  —  DF=  —  \, 

AI)- 

-EF=  —  1, 

F'  —  AB  =  —  b; 

<>  = 

^9                   A 

-7,       zJ  =  0. 

^.  =  - 

-x+Zy-Az, 

%  =  x-4y-\-^z 
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Führt  man  zunäclist  x  =  ar,  y  ==  hr,  z  =  er  in  7\  =  0  ein, 
und  dividiert  durch  r,  so  ergiebt  sieh 

worau.s  für  r=oo  folgt  — 2a-\-2h — _^c  =  0'^  da  nun  diese 
Bedingung  für  a=  1,  h  =  1 ,  c  ==  5  erfüllt  wird,  so  erkennt 
man,  da.ss  die  Ebene  T^  =  0  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
gemeinsamen  Geraden  der  Ebenen  1\  =  0,  T^  =  0,  1\  =  0 
enthält.  Hiernach  ist  Nr.  VII  ein  elliptischer  oder  hyper- 
bolischer Cylinder.  Seine  Spur  auf  der  a;?/-Ebene  ist 
2a;2  —  2xy  +  P,?/^  _  4^  _^  4^  _|_  3  _  q. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Linie  liegen  auf  den  durch 
den  Nullpunkt  gehenden  Geraden 

2x^  —  2xy-\-^}y^- 

=  |[2:r  -  (1  +  ]/5  .  i)y]  [2:r  -  (l  -  yS  •  i)y]  =  0. 

Da  sie   imaginär   sind,    so   erkennt  man,    dass   der   Cylinder 
elliptisch  ist. 
VIII.    Hier  ist 
T^EE:4:X  —  2y-\-22  —  6, 
T,  =  -2x  +  y-z-\-^  =  -^T„ 
T,  =  2x-y-{-z-Q  =  ^T,-'d, 
T4  =  —  6a;  +  Sy  —  60  +  8  --  —  |Ti  —  3^  —  1; 
4F  ^  T,  ^  -  I J, ../  +  (I  T,  -  3)  ^  -  I  r,  -  3  ^  -  1 
=  ^T,{4x-2y-\-2z-6)-Qz-l  -  \T,'-Qz-l 

Die  Ebenen  2\  =  0  und  T^  =  0  fallen  daher  zusammen 
und  sind  mit  Tg  =  0  parallel,  nicht  aber  mit  T^  =  0.  Die 
Spur  der  Fläche  auf  der  i/^-Ebene  hat  die  Gleichung 

(^-.-  +  3)^-6^-1  =  0, 

ist  also  eine  Parabel,  die  Fläche  daher  ein  parabolischer 
Cylinder,  dessen  Mantellinien  die  den  Ebenen  T^  =  0  und 
T^  =  0  gemeinsame  Richtung  haben. 

18* 
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IX.  Ti  =  4a;  — 2y  +  2^  — 6, 

T,  =  -  2  ^  +  y  -  ^  +  3  :~  -  1  T, , 

T,  =  -  6:r  +  32/  -  3^  +  9  =  -  |T,; 

Die  Fläche  ist  also  eine  Doppelebene. 

X.  T,=:2x-y-2,        T,    ::-x-{-^y-{-2, 

T,  =  0,        7;--2a:  +  2y  +  2; 
0=2x^  -^  3y^  —  2xy  —  4x -\- 4y  +  2  =  0. 

Die  Fläche  ist,  da  die  Gleichung  z  nicht  enthält,  ein  Cylinder 
von  der  Richtung  der  ^-Achse;  seine  Spur  auf  der  xy-lEhene 
hat  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden 

2x^-  -{-  3y-  —  2xy^0- 

da  diese  konjugiert  komplex  sind  (vergl.  Nr.  Y),  so  ist  der 
Cylinder  elliptisch. 

XI.  T^=4:X  —  2y-\-2z  —  A, 

T,  =  -2x-\-y-z  +  2^--lT„ 
T,^2x-y-^z-2  =  ^T„ 
'J\  =  —  4x-{-2y  —  2z  —  5  =  —T,  —  9- 
^'  =  T,x-\T,y  +  \T,z-T,-9 

Die  Fläche  zerfällt  daher  in  zwei   parallele  Ebenen. 

§  40. 

Geometrische  Orte. 

Nicht  selten  erzeugt  man  eine  Fläche  dadurch,  dass  man 
einen  Punkt  oder  eine  Gerade  sich  nach  einem  bestimmten 
Gesetze  bewegen  lässt;  die  Fläche  ist  dann  der  geometrische 
Ort  des  veränderlichen  Punktes  oder  der  Geraden.     Einige  be- 
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merkenswerte  derartige  Entstehungsweisen  von  Plächen  zweiten 
Grades  sind  folgende. 

1.  Welche  Fläche  beschreibt  ein  Punkt,  dessen 
Abstände  von  einer  festen  Ebene  und  von  einer 
bestimmten  Geraden  in  gegebenem  Verhältnisse 
stehen? 

Die  feste  Ebene  sei  die  Koordinatenebene  der  xy,  ihr 
Durchsclmitt  mit  der  Geraden  werde  zum  Anfangspunkt  recht- 
winkliger Koordinaten,  und  die  Ebene  des  Neigungswinkels 
der  Geraden  gegen  die  Ebene  zur  xa-l^heue  genommen;  die 
Gleichungen  der  Geraden  sind  unter  dieser  Voraussetzung 

^  =  0,         z  =  Cx, 

wo  C  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  be- 
deutet. Ferner  hat  man  für  den  Abstand  p  des  beweglichen 
Punktes  xijz  von  der  Geraden  nach  Formel  14)   auf  Seite  o7 


P  =  l/^- 


1  +  C*  ' 

und  z  als  Abstand  des  Punktes  xyz  von  der  festen  Ebene. 
Bezeichnet  nun  X  das  konstante  Verhältnis  — ,  so  lautet  die 
Gleichung  der  Fläche 


V- 


,fJ^{Cx~zYJri(^^^^ 


1  +  C* 

oder  nach  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens  und  bei  anderer 
Anordnung 

C^x^  +  (1  +  6'-)/  +  [1  —  A-(l  +  C^)]z^  —  2Cxz  =  0. 

Dieselbe  erhält  eine  bessere  Gestalt,  wenn  man  den  Neigungs- 
winkel  %■  einführt,    also   C  =  tan  %■    setzt,    und    nachher    mit 
cos^O'  multipliziert;   es  ergiebt  sich 
1)     sin2-9-  •  X'  +  y^  -[-  (cos-^  — yl2)^2  _  2  sin-a-  cos^  •  xz  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  homogen  vom  zweiten  Grade;  folglich 
stellt  sie  einen  Kegel  zweiten  Grades  dar,  dessen  Spitze  der 
Ursprung  ist.  Will  man  die  Gleichung  auf  die  einfachste 
Form  bringen,  so  muss  man  das  mit  xz  behaftete  Glied  weg- 
schaffen; dies  geschieht  dadurch,  dass  man  das  Koordinaten- 
system um  die  i/-Achse  dreht,  also 
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X  =^  x'  cos  oj  —  z'  sin  ca, 

z  =  x   sin  CO  -{-  z'  cos  a 

setzt,  wo  G)  den  Drehungswinkel  bezeichnet,  und  nachher  «  so 
bestimmt,  dass  der  Koeffizient  von  x'z'  verschwindet;  man  findet 

2)  tan  20  =  — tt^ — -, 
und  als  Gleichung  der  Fläche 

3)  [sin^f-^  -  «)  -  A^sin^ö]  x'^  +  7/  +  [cos2(^  -  a)  -  A-cos-a]  /^  =  0. 

Da  die  A^-Ebene  mit  dem  Kegel  offenbar  zwei  reelle 
Gerade  gemein  hat,  so  müssen  die  Koeffizienten  von  x'-  und 
z'^  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Dies  bestätigt  sich 
auch  leicht  arithmetisch;  denn  mit  Rücksicht  auf  2)  oder 
die  gleichbedeutende  Gleichung  sin  (2-9-  —  2(o)  =  —  A^sin2a3 
findet  man  leicht  für  das  Produkt  der  Koeffizienten  den  Wert 
—  A^  sin^-^. 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  so,  dass  seine  Ab- 
stände von  zwei  festen  nicht  in  einer  Ebene  liesren- 
den  Geraden  ein  bestimmtes  Verhältnis  zu  einander 
haben;  welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes"? 

Die  gemeinschaftliche  Normale  beider  Geraden  nehmen 
wir  zur  ^--Achse  und  den  Mittelpunkt  ihrer  Entfernung  zum 
Koordinateuaufang;  durch  letzteren  legen  wir  Parallelen  zu 
den  gegebeneu  Geraden,  halbieren  die  Winkel  zwischen  diesen 
Parallelen  und  nehmen  die  aufeinander  und  auf  der  z- Achse 
senkrechten  Halbierungslinien  zu  Achsen  der  x  und  der  ?/. 
In  Beziehung  auf  dieses  rechtwinklige  Koordinatensystem  sind 
(wie  auf  Seite  43j  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden 

^  =  Bx,       z  =  c]         y  =  —  Bx,       z  =  —  c; 

die  Abstände  des  beweglichen  Punktes  xys  von  beiden  Geraden 
erhalten  wir  nach  Formel  14)  S.  37: 


p=Y 


1  +  5* 


_  T  /{Bx  +  yV-  +  (c  +  g)^  +  [5  (c  +  g)'J . 
'i  —  Y  1  +  B«  "^^  ' 

bezeichnet  nun  A  das  konstante  Verhältnis  ~,  so  ist  q-  =  ^•' P', 
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mithin  nach  Substitution  der  Werte  von  ]>  'i'i'l  V,  sowie  bei 
Zusammenfassung  der  gleichartigen  Grössen: 

(1  —  X'-)B''x'  +  {1—X')y'  +  (1  — A2)  (1  +  J?2)^2 

Für  jl5=taua  und  nach  Multiplikation  mit  cos^a  ergiebt  sich 
hieraus  als  Gleichung  des  gesuchten  Ortes: 

4)  (1  —  A^)  [sin^a  •  x^  +  cos^«  ■  f  -f-  ^2] 

+  2(1  +  A2)  [sinacoacc-xy-\-cz]  -\-  (l—l^)c''  =  0. 

Hierbei  sind  zunächst  die  Fälle  A  =  1  und  A  ^  1  zu  unter- 
scheiden.    Für  A  =  1   erhält  man 

sin  a  cos  a  •  xy  -\-  cz  =  0 

oder  für  z  =  —  s' 

-.  2c       , 

'^  81112«        ' 

diese  Fläche  ist  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid. 
Für  A  ^  1  giebt  man  der  Gleichung  4)  die  Form: 

o)  sm'a  •  X-  -f-  cos-ß  •  y  -j-  2- 

-\-  2    _  ,  3  sin  a  cos  u  -  xy  -\-  2    _    « es:  -\-  c^  =  0, 

sie  drückt  in  diesem  Falle  ein  einfaches  Hyperboloid  aus. 
Will  man  die  Gleichung  desselben  in  der  gewöhnlichen  Form 
darstellen,  so  muss  man  das  rechtwinklige  Koordinatensystem 
um  die  ^- Achse  drehen  und  gleichzeitig  längs  der  ^- Achse 
verschieben,  indem  man  setzt: 

X  =  x'  cos  03  —  y'  sin  cj, 

y  =  x  sin  a  -\-  y'  cos  w, 

^  =  .*'+/.-, 

wobei  o)  und  /,■  so  zu  wählen  sind,  dass  die  Koeffizienten  von 
x'  •  y  und  z  verschwinden.  Die  hierzu  nötigen  Werte  be- 
stimmen sich  durch  die  Formeln 

7)  tan  2to  =  —     _  . .  tan2o:,         /.•  =  —     _  '  c. 

Im  Fall  sich  beide  Gerade  schneiden,  wird  das  hyperbolische 
Paraboloid  zu  zwei  Ebenen  und  das  einfache  Hyperboloid  zu 
einem  Kegel  zweiten  Grades. 
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3.  Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  dass  drei  ge- 
gebene Punkte  derselben  auf  drei  festen  in  einem 
Punkte  zusammentreffenden  Ebenen  bleiben;  welche 
Fläche  beschreibt   ein  vierter  Punkt  der  Geraden? 

Die  vier  gegebenen  Punkte  mögen  der  Reihe  nach  .-1, 
B,  C,  P  heissen  und  ihre  Abstände  durch  ÄP  =  a^  BP  =  h, 
CP  =  c  bestimmt  sein;  die  gegebenen  Ebenen  wählen  wir  zu 
Koordinatenebenen  und  zwar  iu  der  Weise,  dass  der  Punkt  Ä 
auf  der  Ebene  yz,  B  auf  zx  und  C  auf  xy  bleibt.  Heissen 
ferner  i,,  iq,  t,  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  der  be- 
weglichen Geraden  (die  sogenannten  laufenden  Koordinaten), 
und  X,  y,  z  die  des  Punktes  P,  so  können  die  Gleichungen 
der  Geraden  in  der  Form 

8)  ri  —  y  =  M{%  —  x),  l  —  z  =  :^{%  —  x) 

dargestellt  werden,  und  die  Punkte  A,  B,  C  sind  nichts  anderes 
als  die  Spuren  dieser  Geraden.    Wir  bezeichnen  demgemäss 

die  Koordinaten  von  Ä  mit  x'"  ^  0,       y'",       z'", 

7)  V  7>        -^        77        ■^     ;  y      ^^^  ^}  ^    } 

»  77  77  ^         77         "^  7  1/  }  Z    =   \J , 

imd  haben,  weil  sie  den  Gleichungen  8)  genügen  müssen: 

9)  {^   ^-^  ~~  3I^>         ^   ~^  =  ~]1/^' 

M 

y    —y  =  —.^,z. 

Für  die  Entfernung  der  Punkte  A  und  P,  d.  h.  x"'y"'z"'  und 
xyz,  gilt  nun  der  Aufgabe  zufolge  die  Gleichung 

(x"'—xy  -^  {y"'—7jy  -i-  {z"'—zy  -\-  2 (x"''-x)(y"'—y) cos{xy) 
+  2  (x"—  x)  (z'"—  z)  cos  (xz)  +  2  {y'"—  y)  (z'"—  z)  cos  {yz')  =  a\ 

oder,  wemi  die  Cosinus  der  Koordinatenwinkel  xy,  xz,  ya 
mit  y,  ß,  a  bezeichnet  und  die  in  Nr.  9)  verzeichneten  Werte 
substituiert  werden: 

(1  +  31-  +  .Y-  -f-  2My  +  2Xß  +  2MNa)x-  =  n-- 

auf  ähnliche  Weise  gelangt  man  zu  den  Formeln 


!/" 

'-y  =  -3I.r, 

X 

—  •^  =  —  M^> 

/' 

1 
—  x  =  —  --^Z, 
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(1  +  JSP  +  N'  +  2My  +  2Nß  +  2.¥A«)  ^^-  =  c\ 
Aus  diesen  Gleichmigen  zieht  man  durch  Division 


oder 


bx '  ex  ' 


und  wenn  man  diese  Werte   in   die  für  a~  geltende  Gleichung 
substituiert,  so  erhält  man  nach  Division  mit  er: 

^'  M  y^  -l.  - 

10)  I  a  ö  c 

\-\-2-~y2  +  2^  zx-^2  ''',  xy  =  1 
^^   '        bc  -^       '        Crt  '        ab    "^ 

als   Gleichung    des    gesuchten    Ortes.      Letzterer    ist    ein    drei- 
achsiges Ellipsoid. 

Wenn  die  gegebenen  Ebenen  senkrecht  aufeinander  stehen, 
wird  (c  =  ß  =  y  =^  0,  und  a,  h,  c  sind  die  Halbachsen  der 
Fläche. 

4.  Zwei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Gerade 
sind  gegeben;  um  jede  derselben  dreht  sich  eine 
Ebene  und  zwar  so,  dass  beide  Ebenen  immer  senk- 
recht aufeinander  bleiben.  Welche  Fläche  beschreibt 
ihre  Durchschnittslinie? 

Unter  Benutzung  desselben  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systems, wie  bei  der  zweiten  Aufgabe,  sind  die  Gleichungen 
der  beiden  festen  Geraden 

ij  =  Bx,       z  =■  c'^         ij  =='  —  Bx,       z  =  —  c. 

Ist  nun 

L,x-\-2I,y-^y,z=\ 

die  Gleichung  der  einen   beweglichen  Ebene,   so   gelten,  weil 
sie  die  erste  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  die  Bedingungen 

Z, +  i)/iJ5  =  0,         X^c=\, 
und  man  kann  daher  die  Gleichung  jener  Ebene  in  der  Form 
11)  -M^Bx  +  M,y  +  ~z=l 
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darstellen.  Auf  analoge  Weise  findet  sich  als  Gleichung  einer 
zweiten  Ebene,  welche  die  zweite  Gerade  enthält, 

12)  +3UBx  +  ]\Ly~^z=\, 

endlich  liefert  die  vorausfjesetzte  senkrechte  Lage  der  Ebenen 
11)  und  12)  die  Bedingung 

—  M^  31,  B'-  +  31, 3L,  —  ^  =  0. 

Durch  Elimination  von  31,  und  J/^  ^^^  ^^^  ^^'^^  letzten 
Gleichungen  erhält  mau 

—  j?2.^2  _|_  ,^2  _{_  (1  _  jr-)  z^  =  ri  —  B^)  c\ 

oder  für  i^=tano;  und  durch  Multiplikation  mit  cos"''« 

13)  —  siu^ß  •  x^  -\-  cos-«  •  y-  -(-  cos 2«  •  z^  =  cos-«  •  c- 

als  Gleichung  der  Fläche.  Letztere  i.st  für  c  ^  0  ein  einfaches 
Hyperboloid;  für  c  =  0,  d.  h.  bei  zwei  sich  schneidenden 
Geraden,  wird  sie  zu  einem  Kegel  zweiten  Grades.  Eine  nähere 
Untersuchung  über  die  Lage  der  Fläche  hat  die  Fälle  zu 
unterscheiden,  ob  cos2o:  positiv  oder  negativ,  d.  h.  ob  «<45'^ 
oder  >  45"  ist;  wir  überlassen  dies  dem  Leser. 

5.  Von  einem  Punkte  sind  Senkrechte  auf  die 
sechs  Seitenebenen  eines  gegebenen  Parallelepipeds 
herabgelassen;  welche  Fläche  beschreibt  jener  Punkt, 
wenn  er  sich  so  bewegt,  dass  das  Produkt  aus  den 
Perpendikeln  auf  drei  in  einer  bestimmten  Ecke  zu- 
sammentreffende Seitenflächen  gleich  dem  Produkte 
aus  den   drei   übrigen  Perpendikeln   bleiben  soll? 

Die  drei  Kanten  des  Parallelepipedes  mögen  2«,  26,  2r 
heissen;  durch  den  Mittelpunkt  desselben  legen  wir  parallel 
zu  den  Seitenflächeu  drei  Ebenen  und  nehmen  diese  zu 
Koordinatenebenen.  Drei  in  einer  Ecke  zusammeustossende 
Seitenflächen  sind  jetzt  durch  die  Gleichungen 

^  =  +  <S        2/  =  +  ^,        ^  =  4-  c, 
und  die  gegenüberliegenden  durch 

bestimmt.  Die  von  dem  beweglichen  Punkte  xxjz  auf  die 
Seitenflächen    herabgelassenen    Senkrechten    ergeben    sich    aus 
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Formel  17)  auf  S.  11.^,  wouii  inaii  die  Cosinus  der  Koordinaten- 
winkel X1J,  xz,  yz  wieder  mit  y,  ß,  «  und  den   Ausdruck 

1  -\-  ^(cßy  —  (c-  —  (i-  —  y- 

mit  d"  bezeichnet;  jene  sechs  Entfernungen  sind  nämlich 

±^^z^d,       ±^^=^d,       -i^^=^d, 

—  a  —  X    i,  —  b  —  i/c,  —  c  —  z  ^ 

0 ,  — ,  0 ,  — ,  0 . 


yi  —  a«  yi  —  ß-    '       yi  —  y* 

Der  Aufgabe  zufolge  muss  nun  die  Gleichung 
14)        {x  +  a)  {y  +  h)  {z  +  c)  =  {x-a)  (y-h)  {z~c) 
gelten  und  aus  dieser  wird  nach  gehöriger  Hebung: 
,  cxy  -j-  bzx  -j-  ayz  -\-  ahc  =  0 

'  ab   ~'~  ca  ~^  hc  ~^ 

Der  gesuchte  Ort  ist  demnach  ein  einfaches  Hyperboloid, 
dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  des  Parallelepipeds 
zusammenfällt. 

Bezeichnen  wir  diejenigen  Eckpunkte  des  Parallelepipeds, 
deren  Koordinaten  sind 

—  «,  -(-  h,  -f~  ^'7  ^it  ^) 
4-  a,  —h,  -f  c,  „  B, 
+  «,  +  ^,  —c,  „  C, 
-f  (t,    +  &,    +  c,     „     I), 

und  die  gegenüberliegenden  Punkte 

-{- a,    — h,    — c,  mit  Ä^^, 

—  a,    +  h,   —c,  „     B,, 

—  a,    —},,    +  c,  „     C\, 

—  a,    —b,    —c,  „     I)^, 

so  gelten  folgende  Gleichungen  von  geraden  Linien: 

für  die  Kante  ÄB^:  x  =  —  a,  ^  =  +  &, 

„      „  „       A^B:  a;  =  +  rt,  y^  —  h-^ 

„       „  „        A.L^:  X  =        a,  Z  =    ^    Cj 

,,      „  „       A.^  L  :  X  =^  -\-  ü,  z  ^=        C| 

,.      „  „       BC^ :  y=  —  h,  ^  =  +  c, 

„      „  „       B^C:  y=  -\-h,  z=^  —  c\ 
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Fig.  58. 


jedes  dieser  sechs  Gleichungssysteme  erfüllt  die  Gleichung  14), 
mithin  auch  die  Gleichung  15),  d.  h.  die  sechs  entsprechenden 

Kanten  liegen  auf  der 
Fläche  und  bilden  dort 
das  schiefe  Sechseck  J.^^ 
CÄiBC\Ä;  die  übrigen 
sechs  Kanten:  ÄD,  BD, 

liegen  nicht  auf  der 
Fläche. 

6.  Welche  Fläche 
beschreibt  eine  ge- 
rade Linie,  wenn  sie 
an  drei  festen  Ge- 
raden hingleitet,  von  denen  kein  Paar  in  einer 
Ebene    liegt? 

Durch  jede  der  drei  gegebenen  Geraden  legen  wir  zwei 
Ebenen  parallel  zu  den  zwei  übrigen  Geraden,  nehmen  den 
Mittelpunkt  des  von  den  entstandenen  sechs  Ebenen  begrenzten 
Parallelepipeds  zum  Koordinateuanfang  und  ziehen  durch  ihn 
die  Koordinatenachsen  parallel  zu  den  gegebenen  Geraden 
Letztere  können  bei  diesem  Koordinatensysteme  durch  die 
Gleichungen 

nj  =  +  f^,     z  =  —  c, 

16)  I  ~  = -1- c,       j=—a, 
\  X  =  -\-  a,       y  =  —  h 

dargestellt  werden  und  sind  der  Reihe  nach  identisch  mit  den 
in  der  vorigen  Aufgabe  erwähnten  Kanten  B^C,  C^A,  A^B. 
Die  bewegliche  Gerade  sei  durch  die  Gleichungen 

17)  y  =  Px-\-p,  Z  =  Qx  +  q 

ausgedrückt;  sie  schneidet  die  erste  feste  Gerade,  sobald  die 
Bedingung  _^_,_        ^^ 

0 


p-b 


q-\-  c 

erfüllt  ist;  soll  sie  die  zweite  Gerade  schneiden,  so  muss  ihre 
a;^;- Projektion  durch  die  gleichnamige  Spur  der  zweiten  Ge- 
raden gehen,  also 
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sein;  endlicli  ist  auf  ähnliche  Weise  die  Bedingung  für  ihren 
Durchschnitt  mit  der  dritten  Geraden: 

—  A  =  Pa  +  p. 

Durch  Substitution  der  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 
folgenden  Werte 

2)  =  —  Pa  —  h,         q  =  Qa  -\-  c 
verwandeln  sich  die  vorigen  drei  Gleichungen  in 

y  =  {x  —  a)P  —  h,         s  =  (x-i-a)Q  -^  c, 
aPQ  -\-  hQ-\-  cP=0, 

und  wenn  uaan  die  Werte  von  P  und  Q  aus  den  zwei  ersten 
dieser  Gleichungen  in  die  letzte  einsetzt,  so  bleibt  nach 
Division  mit  ahc 

18)  ''-f  -{_  £^  +  1^  +  1  =  0. 

'  ab     '     ca     '     oc     ' 

Hierin  liegt  der  bemerkenswerte  Satz,  dass  eine  an  drei  festen 
Geraden  gleitende  Gerade  ein  einfaches  Hyperboloid  beschreibt; 
dabei  gehören  die  gegebenen  Geraden  zu  dem  einen  Systeme 
von  geraden  Linien,  welche  sich  auf  der  Fläche  ziehen  lassen, 
und  die  bewegliche  Gerade  wird  der  Reihe  nach  mit  allen 
Geraden  des  zweiten  Systems  identisch.*) 

7.  Welche  Fläche  beschreibt  eine  gerade  Linie, 
wenn  dieselbe  an  zwei  festen  nicht  in  einer  Ebene 
Hegenden  Geraden  hingleitet  und  zugleich  einer  ge- 
gebenen Ebene   parallel  bleibt? 


*)  Aus  dem  obigen  folgt  noch  eine  elegante  Konstruktion  der 
Transversalen  zu  vier  gegebenen  Geraden  a,  b,  c,  d.  Die  ersten  di-ei 
derselben  bestimmen  nämlich,  wenn  man  eine  bewegliche  Gerade  daran 
hingleiten  lässt,  ein  einfaches  Hyperboloid,  auf  welchem  o,  &,  c  zu  dem 
einen  System  von  Geraden  gehören;  die  vierte  Gerade  d  schneidet  die 
entstandene  Fläche  im  allgemeinen  zweimal  in  gewissen  Punkten  Dj 
und  Dj ;  legt  man  durch  jeden  derselben  die  zum  anderen  Systeme  ge- 
hörende Gerade  g^  resp.  gr^,  so  schneidet  sowohl  g^  als  gr»  alle  Geraden 
des  ersten  Systemes,  mithin  auch  a,  &,  c  und  zugleich  tZ,  es  sind  daher 
gTj  und  pr,  die  beiden  gesuchten  Transversalen.  Die  zweite  Hälfte  der 
Konstruktion  lässt  sich  insofern  abkürzen,  als  man  durch  Dj  und  D, 
nur  diejenigen  Geraden  zu  ziehen  braucht,  welche  irgend  zwei  der 
Geraden  a,  &,  c  schneiden. 
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Fig.  59. 


Wenn  die  Ebene  den  beiden  Geraden  nicht  parallel  ist, 
was  wir  deswegen  voraussetzen  müssen,  weil  sonst  die  ge- 
forderte Bewegung  unmöglich  sein  würde,  so  schneiden  die 
Geraden  die  Ebene  in  zwei  Punkten  Ä  und  J5;  wir  verbinden 
diese  durch  eine  Gerade,  nehmen  ihren  Mittelpunkt  0  zum 
Koordinatenanfang,  OA  zur  Achse  der  positiven  y  und  die 
gegebene  Ebene    zur   y^- Ebene.     Durch    0   legen   wir   ferner 

zwei  Parallelen  zu  den  festen 
Geraden,  nämlich  OC"  AC 
OD"\\BD  und  erhalten  hier- 
durch eine  jenen  Geraden  pa- 
rallele (in  der  Figur  vertikale) 
Ebene  C'OD";  diese  wählen 
wir  zur  Ebene  xz.  Sie  schnei- 
det die  feste  Ebene  in  einer 
Geraden,  nämlich  der  ^■- Achse. 
In  der  Ebene  X2  ziehen  wir 
endlich  irgend  eine  zur  ^-Achse 
parallele  Gerade,  welche  die 
Hilfslinien  OC"  und  OD"  in  zwei  Punkten  C",  D"  trifft, 
verbinden  den  Mittelpunkt  L  der  Transversale  C"  D"  mit  0 
durch  eine  Gerade  und  nehmen  OL  zur  Achse  der  positiven  x. 
Das  Koordinatensystem  hat  jetzt  gegen  die  Geraden  AC  und 
BD  eine  insofern  symmetrische  Lage,  als  jedem  x  =  OL  zwei 
gleiche  und  entgegengesetzte  y  (LC  =  -\-  y,  LD' =  —  y), 
sowie  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  z  {LC"=  C'C=  -\- Zj 
LD"  =  D'D  =  —  z)  entsprechen.  Für  OA  =  &,  tan  CAC 
=  tan  cc  =^  C  sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden 
y  =  h,       z=  Cx,       y=  —  h,       z  =  —  Cx; 

irgend  eine  der  festen  Ebene  (yz)  parallele  Gerade  wird  durch 

die  Gleichungen 

19)  x  =  m.,         y  =  Xz -\- p 

ausgedrückt  und  schneidet  jene  Geraden,  wenn  die  Bedingungen 

b  =  NCm  -\-p,         —h  =  —  NCm  +  p 

erfüllt  sind.     Hieraus  ergeben  sich  die  Werte 


p  =  0,      N  = 


Cm 


Cx 
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und  durch  Substitution  in  die  zweite  Gleichung  unter  Nr.  19) 

20)  xy  =  y,^  =  h  cot«  ■  z. 

Hierin  liegt  der  bemerkenswerte  Satz,  dass  eine  Gerade,  welche 
p<arallel  einer  unveränderlichen  Ebene  au  zwei  festen  Geraden 
hingleitet,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  beschreibt. 


§  41. 

Tangenten,  Berührnngsebenen.  Normalen,  Berührungskegel 
und  Polarebenen. 

Nachdem  wir  in  den  Abschnitten  §  34  —  oS  aus  den  ein- 
fachsten Formen  der  Gleichung  der  Flächen  zweiten  Grades 
geometrische  Schlüsse  abgeleitet  haben,  legen  wir  den  folgen- 
den Betrachtungen  ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  und 
die  allgemeinste  Form  der  Flächengleichung 

(  <i-  --  Ax"  -f  Bif  -f  6V  +  2I)yz  +  2Ezx  +  2Fxy 
'      \  +  2Gx  +  2Hy  +  27^  +  ^  =  0 

zu  Grunde  imd  gehen  wieder  von  der  Gleichung  aus,  die  die 
Schnittpunkte  der  Fläche  4-'  mit  einer  Geraden  bestimmt.  Wir 
könnten  dieselbe  auch  bei  schiefwinkligen  Koordinaten  in 
wesentlich  derselben  Form,  wie  §  30,  Nr.  3  gewinnen,  ziehen 
aber  hier  eine  andere  Darstellung  vor,  die  für  allgemeine 
geometrische  Untersuchimgen  besonders  geschmeidig  ist. 

Der  Punkt  der  Geraden  P'P",  der  die  Strecke  P'P"  im 
Verhältnisse  A"  :  A'  teilt,  hat  bekanntlich  (§  5,  Nr.  6)  die 
Koordinaten 

X'x'-\-X"x"  X' if' -\- X"  y"  X'z'-\-X"z" 

X'-\-X"     '         ^  X'-\-X"      '         "  X'-i-X" 

Soll  P  auf  X'  enthalten  sein,  so  müssen  diese  Werte  4''  =  0 
erfüllen;  hieraus  ergiebt  sich  eine  Gleichung  für  X'  und  A", 
aus  der  sich  die  Verhältnisse  berechnen  lassen,  in  denen  P'P" 
von  den  Schnittpunkten  dieser  Geraden  mit  der  Fläche  X'  ge- 
teilt wird.  Diese  Gleichung  findet  man  am  einfachsten,  wenn 
man  4-'  iii  tler  Form  schreibt 

X- =  T,x  +  T,y -{- T,z -\- T,. 
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Multipliziert  man  mit  (A'  -\-  l!'  f,  und  setzt  dann  die  obigen 
Formeln  für  xyz  ein,  so  erhält  man  zunächst 

(A'+  r)2 .  4r  =  (A'T/+  ;/T/')  (AV+  AV) 

+  (A'T,'+A"T,")(AV+AY') 
+  (AT3'+A"r3")fAV+A'V') 

+  a't,'+a"t;'=o, 

M^obei  T/.  .  .,  T/'.  .  .  die  Funktionen  T^.  .  .  bezeichnen,  wemi 
darin  statt  xyz  die  Koordinaten  von  P',  bez.  P"  eingesetzt 
werden.     Die  weitere  Entwicklung  der  Gleichung  4)  ergiebt 

(A'+  A")  4?  ^-  4^'  •  r^  +  2  (r/x"+  T,v"+  r3'^"+  r/j  •  a'a" 


wobei 

^'EE^^'^  +  5y'^  +  ...  +  i:,      4?"-:=,^:r"2  +  5y'^+-..  +  ^. 

An  die  Gleichung  2)  knüpfen  wir  nun  unsere  weitereu 
Folgerungen. 

Nehmen  wir  den  Punkt  P'  auf  der  Fläche  an,  so  ist 
4?'  =  0  und  die  Gleichung  2)  geht  damit  über  in 

2  {T;x"  -\ h  ^; )  •  A'A"  +  r  ■  X"'  =  0. 

Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  A"=  0,  und  dies  sagt  nichts 
weiter  aus,  als  dass  P'  ein  Schnittpunkt  von  P'P"  und  der 
Fläche  ^  ist;  der  andere  Schnittpunkt  ergiebt  sich  aus 

3)  2  (T,'x"  H h  T;)  .  A'  +  4?"  •  A"  =  0. 

Hierdurch  ist  A"  :  A'  immer  reell  und  im  Allgemeinen  ein- 
deutig bestimmt;  woraus  folgt,  dass  jede  von  einem  Punkte 
(P')  einer  Fläche  zweiten  Grades  ausgehende  Gerade  die  Fläche 
noch  einmal  in  einem  reellen  Punkte  trifft.  Man  kann  nun 
darnach  fragen,  welcher  Bedingung  P"  genügen  muss,  wenn 
P'P"  mit  ß  nicht  zwei  getrennte,  sondern  zwei  zusammen- 
fallende Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat,  d.  h.  Tangente 
der  Fläche  in  P'  ist.  Hierzu  ist  nötig,  dass  3)  die  Wurzel 
A"  =  0  ergiebt,  und  dies  tritt  ein,  wenn 

Dies  ist  eine  lineare  Gleichung  für  x"y" z",  die  uns  lehrt: 
Die    Geraden,    die    die    Fläche    zweiten    Grades    4^  =  0 
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im  Punkte  P'  berühren,  sind  auf  einer  Ebene  ent- 
halten. Diese  Ebene  ist  die  Berührungsebene  der  Fläche 
im  Punkte  P.  Ihre  Gleichung  kann,  wenn  wir  nun  den 
Doppelindex  weglassen,  in  der  zweifachen  Form  geschrieben 
werden  (§  IJO,  Nr.  1(5) 

[  t;.x  +  r.;y  +  r^-z  +  t;  z  i\.x'+  T,-y'+  t,z' 

Diese  Gleichung  wird  im  allgemeinen  für  keinen  Punkt  der 
Fläche  identisch  erfüllt,  denn  es  ist  im  allgemeinen  für  keinen 
Punkt  der  Fläche  (oder  des  Raumes  überhaupt)  möglich,  den 
Bedingungen  zu  genügen 

5)  t;=^t:=  t.;=  t;=o. 

Wenn  aber  die  Fläche  ein  eigentlicher  Kegel  ist,  so  giebt 
es  einen  Punkt,  die  Spitze,  dessen  Koordinaten  5)  genügen; 
daher  folgt:  Bei  einem  eigentlichen  Kegel  kann  jede 
die  Spitze  enthaltende  Ebene  als  Berührungsebene 
angesehen   werden. 

Man  erkennt  ferner  leicht,  dass,  wenn  die  Fläche 
^  =  0  in  zwei  Ebenen  zerfällt,  jede  die  gemeinsame 
Gerade  dieser  Ebenen  enthaltende  Ebene  als  Be- 
rührungsebene   o^elten   muss. 

Aus  4)  kami  man  leicht  die  früheren  besonderen  Glei- 
chungen ableiten,  die  in  den  §§  34 — 38  für  Berührungsebenen 
entwickelt  wurden. 

Die  Gleichung  der  im  Punkte  x'y' z'  auf  der  Tangenten- 
ebene errichteten  Senkrechten,  d.  i.  die  Gleichungen  der  Nor- 
male, lassen  sich  nach  §  15  Formel  14)  sehr  leicht  ent- 
wickeln; sie  sind  unter  Voraussetzung  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems 

n\  OS  —  x'  y  —  y'  z  —  z' 

^  Ti'     ""      T/     ~     Tj'     ■ 

Bei  einem  schiefwinkligen  Koordinatensysteme  hat  man  die 
auf  S.  108,  Nr.  11)  angegebenen  Formeln  zu  benutzen.  Setzt 
man  zur  Abkürzung  noch 

U,'  =(1-  a')  T;  -(y-aß)  T,'  -(ß-  ya)  T3', 
C4' -^  (1  -  /3')  T.{  -{a-ßy)  T;  -  {y  -  aß)  T/, 
'ü;  -  (1  -  r)  T;  -iß-ycc)  T/  -{a-  ßy)  T,', 

Fort  u.  Schlömilch,   anal.  Geom.  II.  19 
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worin  a,  ß,  y  die  Cosinus  der  Koordinatenwinkel  yz,  zx,  xy 

bedeuten,  so  erhält  man 

„  x  —  x'  _y—y'^z  —  z' 

^  t\'  U,'  U,' 

als  Gleichungen  der  Normalen  im  Punkte  x'y' z'. 

Wir  knüpfen  hieran  einige  allgemeine  Erörterungen  über 
die  Bestimmung  der  Tangenten,  Berührungsebenen  und  Nor- 
malen an  Flächen  höheren  Grades.  Fasst  man  nämlich  die 
Glieder  der  Gleichung  gruppenweise  zusammen,  die  in  Bezug 
auf  die  Koordinaten  von  gleichem  Grade  sind,  und  bezeichnet 
mit  Fk  die  Gesamtheit  der  Glieder  Z;"'"  Grades,  so  kann  man 
die  Gleichung  einer  Fläche  w**"  Grades  der  Form  darstellen 
8)    $  =  I\-\-  F„_i  +  F„_,  H h  ^2  +  i^i  +  J^o  =  0, 

wo  nun  Fq  das  Absolutglied  ist.     Setzt  man  hier  wieder 
qs  Xx'  -\-  X'x"  ''-''/ '+  ^y"  X  z'  -\-  X'  z" 

'^)    ^=    r_f.r     '     ^  =  "'r+T'~'     ^^    r  +  x-    ' 

so  erhalten  alle  Glieder  von  Fy^  den  Nenner  (A'  +  A")*,  und 
die  Zähler  von  F),  sind  für  A'  und  A"  vom  Grade  A*.  Be- 
zeichnet man  diese  Zähler  mit  Gi,  und  multipliziert  die 
Gleichung  mit  (A'  -(-  A")",   so  erhält  man 

G,  +  a'+ A")  •  (?„_i  +  (A'+  rf  •  Gn-2  +  •  •  • 


^^^       '        +  i^'+n-'  ■  G,  +  (A'+  X'y  ■G,  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  für  A'  und  A"  homogen  vom  Grade  n: 
nach  fallenden  Potenzen  von  A'  geordnet  nimmt  sie  die  Ge- 
stalt an 

11)  HqX'"  +  H,k'"-n"  +  HA'"--k"-^  -\ h  HA""  =  0, 

wobei  die  Hq,  H^,  H.^  •  ■  •  H,,  bestimmte  Funktionen  der 
Koordinaten  x'y'z'  und  x"y" z"  sind.  Die  erste  und  letzte, 
Hq  und  Ha ,  lassen  sich  übrigens  leicht  bestimmen.  Setzt 
man  nämlich  A"  ^  0,  A'=l,  so  gehen  .r,  y,  z  der  Reihe 
nach  in  x',  y',  z'  über,  aus  11)  muss  also  4?' =  0  werden; 
hieraus  folgt  sofort,  dass  H^  nichts  anderes  sein  kann,  als  X'- 
Ferner  folgt  durch  die  Sonder  werte  A' ^  0,  A"=l,  wobei 
X,  y,  z  in  x",  y",  z"  übergehen,  dass  H„  =  X'"  sein  muss. 
Aus  11)  wird  daher 

12)  X'X'"  +  HiX'"-n"-\ \-  7/„_,A'A""-'+  ^^''A""  =  0. 
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Nimmt   man    nun   V  auf  der  Fläche   an,   so    ist  i;'=0,   und 

12)  wird  zu 

1 3)  Hy  A'"  -  •  A"  H h  11  n - 1  A'  A""  -  '  +  4^ "  A"«  =  0 . 

Diese  Gleichung  hat  die  selbstverständliche  Wurzel  A"  =  0; 
die  andern  ergeben  sich  aus 

14)  Ä'iA'"-'  -\ h  //„-lA'A""--^  +  4?"A"''-i  =  0. 

Da  12)  vom  Grade  n  für  A" :  A'  ist,  so  folgt,  dass  jede 
Gerade  (P'P")  mit  einer  Fläche  u^*^"  Grades  n  Schnittpunkte 
hat,  die  freilich  auch  z.  T.  oder  insgesamt  irreal  sein  können. 
Die  Gleichung  14)  lehrt  die  u  —  1  Schnittpunkte  bestimmen, 
die  ß  mit  einer  von  einem  Punkte  P'  von  ^  ausgehenden 
Geraden  (ausser  P')  noch  gemein  hat.  Man  bezeichnet  P'P" 
als  Tangente  der  Fläche,  wenn  in  P'  zwei  Schnittpunkte 
der  Geraden  und  der  Fläche  zusammenfallen.  Hierzu  ist  nötig, 
dass  auch  14)  eine  Wurzel  A" :  A'  =  0  hat,  und  dies  ist  nur 
unter  der  Bedingung 

möglich.  Die  Glieder  der  Gleichung  11),  die  den  Faktor  A'""~*A"* 
enthalten,  können  in  Bezug  auf  die  Koordinaten  x"y"z"  nicht 
höher  als  vom  Grade  /.•  sein ;  folglich  ist  H^  eine  lineare  Funktion 
von  x"y"z'\  also  von  der  Form 

Ax"+By"+Cz"+D, 

wobei  A,  B,  C,  D  nur  noch  Funktionen  von  x'y'z'  sind. 
Die  Bedingung  H^  =  0  hat  somit  die  Form 

Ax"  +  By"  +  Cs"  4-  Z»  =  0. 

Soll  also  P'P"  die  Fläche  in  P'  berühren,  so  muss  P"  ein 
Punkt  der  Ebene  sein 

15)  Ax -\-  By -\-  Cz -\-  D  =  0. 

Dies  ist  somit  die  Gleichung  der  Tangentenebene  der 
Fläche  i*  =  0  im  Punkte  P'.  Auch  hier  ist  zu  beachten, 
dass  diese  Gleichung  im  allgemeinen  nicht  identisch  erfüllt 
sein  kann.  Nur  in  vereinzelten  Punkten  besonderer  Flächen 
(z.  B.  in  der  Spitze  eines  Kegels)  tritt  die  Erscheinung  auf, 
dass  es  keine  bestimmte  Tangentenebene  giebt,  sondern  dass 
jede  Ebene  dieses  Punktes  als  Tangentenebene  gelten  muss. 
Wir  erläutern  dies  an  einem  einfachen  Beispiele. 

19* 
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Für  die  Fläche 

16)  x'  —  t/-{-z^  -\-2x-\-Sif  —  2z-^—U  =  0 

erhält  man  durch  Ersetzung  der  Koordinaten  nach  9)  und 
Multiplikation  mit  (A'  -|-  l"f  zunächst 

( (x'x'  4-  K'x'f  ■  (A' + ry  —  {k'y' + rij"f  +  {k'z'-\-  ):'z"f 

17)  +  2  {Xx'-^X'x")  (A'+  rf  +  8  (A'y'+  X'y'J  (A'+  KJ 

\  —  2  {Xz'  +  }:'z"Y  (A'+ r  )2  — 14  (r  +  xy  =  o. 

Bei  der  Entwicklung  nach  fallenden  Potenzen  von  A'  (und 
steigenden  von  A")  erhält  A'^^A"  den  Faktor 

2 xx"  -{-  2 x'-'  —  4:y'^tj"  +  4 z'^z"  +  2 x"  -\-  6  x' 

-\-  IQy'^  -{-  IQy'y"  —  Az''  —  4:z'z"  —  d6  =  0. 

Underdrückt  man  bei  x"y"z"  den  Zeiger  und  ordnet  nach 
diesen  Koordinaten,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  Tan- 
gentenebene 

{x'-\-l)  ■x  —  2{y'^  —  4y')  ■  y  -\-  2iz"'  —  z')  ■  z  -\-  x'^ 


^^^    {  +3:r'+8^'-  — 2^'-  — 28  =  0. 

Sie  verschwindet  identisch,  wenn  für  einen  Punkt  der  Fläche 
x'-\-l=0,         y'^  —  4cy'=0,        z'^  —  z'=0, 

x'^  +  3x'  +  8?/'2  —  2^'2  —  28  =  0. 

Diese  Gleichungen  werden   durch  die  vier  auf  der  Fläche  ent- 
haltenen Punkte 

19)  x'=^  —  l,         2/' =±2,         ^'=  +  1 

erfüllt;   die  Fläche  hat  daher  diese  vier  Spitzen. 

Die   Entwicklung    von   17)    ergiebt    für    das    Glied  A'-A"- 
den  Faktor 
x'^  -\-  x'^  -{-4x'x"  —  6i/'2?/"2-f  6^'^-"- +  6.r'-f  Gx" 

-f  8  ?/'2  -}-  8  y"-  +  32  y'y"  —  2  z'-  —  2  z"-  —  8  z'z"  —  84 . 

Wenn   man    hier    wieder    xyz   für   x" y" z"   schreibt    und 
für   x'y'z'   die    Koordinaten    einer    Spitze    einsetzt,    so    erhält 
man  als  Gleichung  des  Kegels  zweiten  Grades,  dessen  Mantel- 
linien in  einer  Spitze  mit  der  Fläche  drei  Punkte  gemein  haben, 
(^  +  1)2  _  10  ,_,/  +  2)-  +  4  (^  +  1)^  =  0. 

Die  Glieder  sind  so  zusammengesetzt  worden,   dass  man  ohne 
weiteres  den  Kegel  und  seine  Spitze  erkennt. 
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Die  Ebene  x  ^  —  1,  die  alle  vier  Spitzen  der  Fläche 
enthält,  sehneidet  die  Fläche  in  der  Kurve,  deren  Gleichuntr 
sich  durch  Einsetzung  von  x  =  —  1  in  die  Flächengleichung 
ergiebt;  man  erliält  /Ainächst 

_  ,,4  _^  z'  +  8 ^2  _  2^2  _  15  =  0, 

woraus  die  beiden  Gleichungen  hervorgehen 

Z^-\   =   ,f-^,  .2  _  1   =  _  2,2  4.   4^ 

die  eine  gleichseitige  Hyperbel,  Hauptachse  in  der  Rich- 
tung der  «/-Achse,  Nebenachse  in  der  Richtung  der  2^-Achse, 
und  einen  Kreis  darstellen,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  x- 
Aclise  liegt  und  der  den  Halbmesser  "l/ö  hat. 

Wir  müssen  es  uns  versagen,  weiter  hierauf  einzugehen, 
und  kehren  zu  den  Flächen  zweiten  Grades  zurück. 

Die  Gleichung 
2(1)  T;x  +  T^y  +  1-z  +  T;  =  0, 

die  die  Tangentenebene  darstellt,  wenn  x' y' z'  auf  der  Fläche 
4?  ==  0  liegt,  hat  auch  bei  jeder  andern  Lage  des  P'  eine 
bemerkenswerte  geometrische  Bedeutung. 

Nimmt  man  nämlich  in  der  Gleichung  fS.  288  Nr.  2)) 

f  4-'  ■  A'2  +  2  (r;a:"+  r,>"+  t^z"+  t;)  ■  x'x" 

den  Punkt  P"  auf  der  Ebene  20)  au,  so  fällt  in  21)  das 
Mittelglied  weg,  sie  wird  rein  quadratisch,  die  Strecke  P'P" 
wird  also  von  der  Fläche  4''  in  entgegengesetzt  gleichen  Ver- 
hältnissen, d.  i.  harmonisch  geteilt.  Wir  erkennen  daher 
sofort  folgende  Sätze:  Die  Bedingung  dafür,  dass  die 
Strecke  P'P"  von  der  Fläche  zweiten  Grades  ^^0 
harmonisch  geteilt  wird,  ist 
T,'x"-^T.;y"-^T,Y'+  T:=T;'x'-^T:'y'+T^'z'+  2,"=  0. 

Zwei  solche  Punkte  bezeichnet  man  als  harmonische  Punkte 
für  die  Fläche  4^;   daher  folgt  weiter:   Der  Ort  der  Punkte 
P",    die    mit    einem    gegebenen   P'    für    die    Fläche    £ 
in  Harmonie   sind,    ist   die  Ebene 
22)  T;-x  +  T:.y  +  T,'-z  -f  j;=  0. 
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Sie  wird  als  die  Polarebene  von  P',  dieser  als  Pol  von  22) 
bezeichnet. 

Giebt  man  der  Gleichung  der  Polarebene  die  Form 

23)  T,-x'+  T,  -  y'  +  T,  ■  z'  +  T,  =  0, 

so  erkennt  man  leicht,  dass  T^  =  0  die  Polarebene  des  Null- 
punkts ist,  und  dass  T^  =  0,  T,  =  0,  T.:^  =  0  die  Polarebenen 
der  auf  der  x-,  y-  und  ^^-Achse  unendlich  fern  gelegenen 
Punkte  sind.  Für  eine  beliebige  unendlich  ferne  Lage  des  P' 
hat  mau  zu  setzen 

und  nachher  >•  =  oq  zu  nehmen;  die  Gleichung  23)  geht 
damit  über  in 

24)  r,.r  +  T,../+T3.r  =  o. 

Diese  Ebene  enthält  den  Schnittpunkt  von  T^  =  0,  T^  =  0, 
T.^  =  0,  d.  i.  den  Mittelpunkt  der  Fläche  (mag  er  endlich, 
unendlich  fern,  oder  vieldeutig  bestimmt  sein);  da  der  un- 
endlich ferne  P'  und  jeder  Punkt  P"  der  Ebene  24)  mit  den 
Enden  der  durch  P"  in  der  Richtung  nach  P'  gezogenen 
Sehne  der  Fläche  in  Harmonie  sind,  und  P'  die  Sehne,  als 
unendlich  ferner  Punkt,  im  Verhältnisse  —  1  teilt,  so  muss 
dem  P"  das  Verhältnis  -j"  1  zukommen,  d.  i.  P"  die  Seimen- 
mitte sein.  Hieraus  folgt  wieder  (§  30,  Nr.  14):  Die  Mitten 
paralleler  Sehnen  einer  Fläche  zweiten  Grades  sind 
auf   einer   Durchmesserebene    enthalten. 

Wir  stellen  endlich  noch  die  Bedingung  dafür  auf,  dass 
P'P"  die  Fläche  4?  =  0  berührt.  Hierzu  muss  die  Gleichung 
21)  zwei  gleiche  Wurzeln  ergeben,  d.  h.  es  muss  gelten 

25)        {T,'-x  -\-T,'-y  +  T,'-z-{-  T.J  -  £' ■  ^  =  0, 

wobei  der  Doppelindex  weggelassen  worden  ist.  Die  von 
einem  Punkte  P'  an  die  Fläche  zweiten  Grades 
X' =  0  gelegten  Tangenten  erfüllen  also  einen  Kegel 
zweiten   Grades,    der   die    Gleichung   '2ö)   hat. 

Die  Berührungspunkte  der  Mantellinien  dieses  Kegels  er- 
füllen die  Gleichung  <f  =  0,  also  auch  die  Gleichung 
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der  Kegel  25)  berührt  also  die  Flüche  j:  in  deu  Punkteu, 
in  denen  sie  von  der  Polarebeue  der  Kegelspitze  ge- 
schnitten  wird. 

Zum  Schlüsse  fragen  wir  noch  nach  den  Geraden,  die 
auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen. 

Sind  P'  und  /-'"  zwei  Punkte  der  Fläche,  so  ist 
4r'=4''"=0,  und  die  Gleichung  21)  geht  unter  dieser 
Voraussetzung  über  in 

20)  {T;.r"  +  T:y"  +  T; z"  +  Ti)  ■  l'l"  =  0. 

Dieser  Gleichung  genügen  im  allgemeinen  nur  die  Wurzeln 
A'  ^  0  und  k"  =  0,  und  diesen  gehören  die  Punkte  P"  und 
P'  zu;  im  allgemeinen  hat  also  eine  Sehne  der  Fläche  mit 
dieser  ausser  deu  Endpunkten  nichts  gemein.  Sollen  noch 
andere  nicht  verschwindende  Wurzeln  der  Gleichung  2G)  ent- 
sprechen, so  muss  sie  identisch  sein,  d.  h.  die  Punkte  P' 
und  P"  müssen  die  Bedingung  erfüllen 

.-,    (  T,'.v"  +  T:y"  +  T/z"  +  T:  -:  T,"x'  +  T,Y  +  T,"z' 
20 

^  I  +j;'=o. 

Es  muss  daher  jeder  der  beiden  Punkte  in  der  Tangentenebene 
des  andern  liegen. 

Man  schliesst  aus  27):  Wenn  die  Tangentenebene 
eines  Punktes  P'  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit 
der  Fläche  ausser  P'  noch  einen  Punkt  P"  gemein 
hat,  so  liegt  die  Gerade  P'P"  ganz  auf  der  Fläche. 
Die  Berührungsebeuen  der  Fläche  in  den  Punkteu  der 
Geraden    P'P"    enthalten    alle    die    Gerade    P'P". 

Man  erkennt  noch  leicht:  Wenn  die  Fläche  ^  eine  Ge- 
rade P'P"  enthält,  so  wird  i*  "V'on  jeder  Ebene  der 
Geraden  in  einem  bestimmten  Punkte  derselben 
berührt. 

Denn  die  Berührungsebene  im  Punkte 

X'x'  4-  l"x"  X'y'  4-  X"y"  l' s'  -\-  X" z" 

-^        r+r     '     ^  ~~    r-fi"    '     "  ~    r-fr 

hat  die  Gleichung 


28) 
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wofür  man  kürzer  schreiben  kann 

29)  T  --  Xr  +  k"T"  =  0, 

wobei  T'  =  0  und  T"  =^  0  die  Gleichungen  der  Berührungs- 
ebenen der  Punkte  P'  und  P"  sind.  Der  Beweis  unseres 
Satzes  folgt  nun  aus  der  Bemerkung,  dass  man  A' :  k"  immer 
so  wählen  kann,  dass  durch  29)  eine  beliebige  Ebene  der 
Geraden  T'  =  T"  =  0  dargestellt  wird. 

Diese  Schlussweise  und  damit  der  Lehrsatz  erleiden  nur 
dann  eine  Ausnahme,  wenn  die  Ebenen  T'  und  T"  zusammen- 
fallen; aus  29)  erkennt  man,  dass  alsdann  diese  Ebene  zu- 
gleich Berührungsebene  der  Fläche  in  jedem  Punkte  der 
Geraden  P'P"  ist.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung  giebt 
es  zwei  Zahlen  ^'  und  ^",  für  die  u  T' — u"  T"  identisch 
verschwindet. 

Da  nun 

r  =  t;x  +  T^y  +  T^z  +  j;, 

so  folgt  aus  dem  identischen  Verschwinden  der  Differenz 
(it'  T'  —  ^a"  T"  der  Verein  folgender  Gleichungen 

jii'  Pj'  —  ^u"  Pj"  =  0,         a  Pg'  —  ^i"  Pg"  =  0, 
u'  Pg'  —  \i"  Pg"  =  0,         u'  2/  —  u"  P^"  =  0 . 

Schreibt  man  die  Funktionen  aus  und  dividiert  jede  Gleichung 
durch  II — ,u",  so  erhält  man  die  vier  Gleichimgeu  P^  ^  0, 
P2  =  0,  T^  =  0,  T^  =  0,  nur  sind  darin  x,  y,  s  ersetzt  durch 

^'x'  —  ii'x"  fiy' — /*"?/"         ^ ii'' z'  —  II,"  z" 

X    ^^~~  }  77  «  '/    f  7f  «  **    7  7i  • 

ft  —  u  7         1/  u^  —  y  7  ^^  —  y 

Dies  sind  aber  die  Koordinaten  eines  bestimmten  Punktes 
der  Geraden  P'P".  Hieraus  folgt:  Wenn  die  Berührungs- 
ebenen zweier  Punkte  einer  Fläche  zweiten  Grades 
zusammenfallen,  so  ist  die  Fläche  ein  Kegel  oder 
Cylinder.  Man  erkennt  leicht  den  allgemeinen  analytischen 
Beweis  des  verwandten  Satzes:  Jede  Berühruugsebene 
eines  Kegels  oder  Cylinders  hat  mit  der  Fläche  eine 
Mantellinie  gemein  und  berührt  die  Fläche  in  jedem 
Punkte    dieser  Mantellinie. 
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§42. 

Kubafui'  der  Flächen  zweiten  (Trades. 

Weuu  es  daniut'  ankommt,  das  Volumen  eines  ganz  oder 
teihveis  von  krummen  Flächen  begrenzten  Körpers  zu  er- 
mitteln, so  kann  man  ein  ähnliches  Verfahren  in  Anwendung 
bringen  wie  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  bei  der 
Quadratur  krummlinig  begrenzter  Ebenen.  Durch  eine  Reihe 
paralleler  Schnitte  zerlegt  man  vorerst  das  Volumen  in  eine 
Reihe  von  Schichten  und  bestimmt  die  Flächen  der  ent- 
standenen Querschnitte;  jede  solche  Schicht  wird  von  zwei 
Querschnitten,  etwa  Q'  und  Q",  begrenzt,  deren  Entfernung  s 
heissen  möge.  Konstruiert  man  zwei  Cylinder,  von  denen 
einer  Q',  der  andere  Q"  zur  Basis  hat,  und  deren  gemein- 
schaftliche Höhe  (oder  Dicke)  £  ist,  so  wird  in  den  meisten 
Fällen  der  eine  Cylinder  die  Schicht  umschli essen,  der  andere 
dagegen  von  der  Schicht  umschlossen  werden,  so  dass  das 
Volumen  der  Schicht  zwischen  den  Cylinderinhalten  Q's  und 
Q" s  liegt.  Durch  Addition  der  Volumina  aller  umschriebenen 
und  aller  eingeschriebenen  Cylinder  erhält  man  zwei  Volumina 
2J'  und  2J'\  zwischen  denen  das  gesuchte  Volumen  enthalten 
ist,  und  es  kommt  jetzt  darauf  au,  die  Grössen  Z"  imd  Z!" 
einander  immer  näher  zu  bringen.  Bezeichnet  n  die  Anzahl 
der  Schichten,  in  welche  das  Volumen  zerlegt  wurde,  so  be- 
steht jede  der  Summen  Z"  und  U"  aus  )i  Gliedern,  daraus 
lässt  sich  leicht  der  Betrag  von  Z"  —  2J"  herleiten,  und  zwar 
ist  derselbe  emerlei  mit  der  Differenz  zwischen  dem  ersten 
eingeschriebenen  und  dem  letzten  umschriebenen  oder  zwischen 
dem  ersten  umschriebenen  und  dem  letzten  eingeschriebenen 
Cylinder.  Nähert  sich  nun  bei  unendlich  wachsenden  n,  d.  h. 
wenn  die  Anzahl  der  Schichten  unausgesetzt  zunimmt  und 
folglich  die  Dicke  jeder  einzelnen  Schicht  immer  geringer  wird, 
die  Differenz  Z"  —  U"  der  Grenze  Null,  so  ist  dies  ein  Zeichen, 
dass  die  Summen  Z"  und  Z"  nach  einer  und  derselben  Grenze 
streben;  diese  gemeinschaftliche  Grenze  kann  aber  keine  andere 
als  das  gesuchte  Volumen  sein,  weil  letzteres  immer  zwischen 
Z'  und  Z"  enthalten   bleibt.     Dieses  Prinzip  wollen  wir  zur 


298  Achtes  Kapitel.     Die  Flächen  zweiten  Grades. 

Kubatur  der  Zouen  und  Kappeu  von  Flächen  zweiten  Grades 
anwenden. 

Das  EUipsoid.  Beziehen  wir  die  Fläche  auf  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem,  dessen  Achsen  mit  den  Achsen 
des  EUipsoides  zusammanfallen,  so  ist  wie  in  §  34  der  in  der 
Höhe  //  parallel  zur  a;?/-Ebene  gelegte  Querschnitt  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen 

also  die  Fläche  des  Querschnittes 

ab  .  9       72, 

Um  den  kubischen  Inhalt  V  einer  Zone  zu  finden,  welche  von 
der  Ebene  xy,  einer  in  der  Höhe  z  dazu  parallel  gelegten 
Ebene  und  im  übrigen  von  der  Fläche  begrenzt  wird,  teilen 
wir  die  Höhe  s  der  Zone  in  n  gleiche  Strecken,  legen  durch 
jeden  Teilpunkt  eine  Ebene  parallel  xy  und  erhalten  auf  diese 
Weise  n  Schichten,    deren  jede   in  horizontaler  Richtung  von 

zwei   Ellipsenflächen  begrenzt    wird   und    die  Höhe   —  besitzt. 

Die  untere  Begrenzuugsebene  ist  jedesmal  die  grössere,  und 
da  die  Fläche  sich  um  so  mehr  von  allen  Seiten  her  zusammen- 
zieht, je  höher  die  Querschnitte  hinaufrücken,  so  beträgt  das 
Volumen  irgend  einer  Schicht  weniger  als  das  Volumen  des 
umschriebenen  elliptischen  Cylinders,  dessen  Basis  die  Basis 
der  Schicht  ist,  und  mehr  als  das  Volumen  des  eingeschriebenen 
Cylinders,  dessen  Querschnitt  die  obere  Begreuzungsfläche  der 
Schicht  ist.     Demgemäss  gelten  folgende  Beziehungen: 

die  Diiferenz  beider  Cylindersummen  ist 

(ihr  OT  ^  flliT  .,        /''^\-l  ^  u('     -' 

f-    •-      -■  »I  C-    L  \   »I  /   J  )i  c"         »I 
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und  da  sich  dieser  Ausdruck  für  unendlich  wachsende  n  der 
Grenze  Null  nähert,  so  haben  die  beiden  Cylindersummen 
einen  und  denselben  Grenzwert,  welcher  den  Betrag  von  V 
darstellt.  Zufolge  dieser  Bemerkung  brauchen  wir  nur  den 
Grenzwert  der  einen  Cylindersumme  zu  bestimmen,  und  wenn 
wir  dazu  die  erste  wählen,  so  ist  bei  gehöriger  Zusammeu- 
ziehung 

V  =  dem  Grenzwerte  von : 

1^  +  2^  +  3*  +  . ..  +  («-i)n  ^ 


abr  o 


n'  J 

und  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze 

1)  V^:t^(c'z-^,'). 

Für  z==h  ergiebt  sich  hieraus  'iTiahc  als  Volumen  des  halben, 
mithin 

2)  E=i:tahc 

als  Volumen  des  ganzen  Ellipsoides.  Die  Formel  für  den 
Kugelinhalt  ist,  wie  man  sieht,  ein  sehr  spezieller  Fall  der 
vorstehenden. 

Ist  die  eine  Begrenzungsebene  einer  Zone  um  2q,  die 
andere  um  ^^  von  der  xy-Woene  entfernt,  so  kann  das  Volumen 
der  Zone  als  der  Unterschied  der  Inhalte  zweier  Zonen  der 
vorigen  Art  betrachtet  werden;  für  s^^  >  ^(,  ist  hiernach  das 
gesuchte  Volumen 

Handelt  es  sich  um  die  Inhalte  von  Zonen,  deren  Begrenzungs- 
ebenen auf  einer  anderen  als  der  £- Achse  senkrecht  stehen, 
so  bedarf  es  keiner  neuen  Rechnung,  sondern  nur  einer  Buch- 
stabenvertauschung ;  für  eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen 
senkrecht  auf  der  y- Achse  in  den  Entfernungen  ?/(,  und  ?/i>?/(, 
vom  Mittelpunkte  stehen,  hat  man 

4)  ^^  [&-(2/i  —  2/o)  —  UVi'  —  2/o')]  , 

und  entsprechend  für  eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen 
senkrecht  auf  der  ä;- Achse  in  den  Entfernungen  Xq  und  a.\>a;„ 
vom  Mittelpimkte  stehen: 

5)  3c^  [«2  (a;^  _  a^^)  _  I  (a:^  _  3:^3-)-]  _ 
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Durch  Subtraktion  der  Zone  1)  von  dem  halben  EUipsoide 
erhält  man  eine  Kappe  von  der  Höhe  c  —  z  ^  die  kurz  / 
heissen  möge;  das  Volumen  dieser  Kappe  ist: 

6)  n'^icz'—^z'). 

Steht  die  Begrenzungsebene  der  Kappe  senkrecht  auf  der  y- 
Achse  in  der  Entfernung  y  vom  Scheitel,  so  ist  der  Inhalt 
der  Kappe: 


7) 

^-pW- 

-\y')\ 

endlich 

entspricht 

das  Volumen 

8) 

-i^'^) 

dem  Falle,  wo  die  Begrenzungsebene  der  Kappe  senkrecht  zur 
a;- Achse  und  um  x   vom  Scheitel  der  Fläche  entfernt  ist. 

Das  einfache  Hyperboloid.  Unter  Voraussetzung  des- 
selben Koordinatensystems,  wie  in  §  35,  ist  ein  in  der  Höhe 
parallel  zur  a;i/-Ebene  gelegter  Querschnitt  eine  Ellipse  mit 
den  Halbachsen 

folglich  der  Flächeninhalt  des  Schnittes 

Um  das  Volumen  V  einer  Zone  zu  finden,  welche  von 
der  Ebene  xy,  einer  in  der  Höhe  z  parallel  dazu  gelegten 
Ebene  und  im  übrigen  von  der  Fläche  begrenzt  wird,  teilen 
wir  z  in  11  gleiche  Strecken,  legen  durch  jeden  Teilpunkt  eine 
Ebene  parallel  xy  und  erhalten  so  n  Schichten,  deren  jede 
in  horizontaler  Richtung  von  zwei  Ellipsenflächen  begrenzt 
wird.  Die  untere  Ebene  ist  jedesmal  die  kleinere,  und  da  die 
Fläche  sich  nach  oben  zu  allseitig  erweitert,  so  beträgt  das 
Volumen  einer  Schicht  mehr  als  das  Volumen  des  eingeschrie- 
benen elliptischen  Cy linders,  dessen  Basis  die  Basis  der  Schicht 
ist,  und  weniger  als  das  Volumen  des  umschriebenen  Cylinders, 
welcher  die  obere  Begrenzungsebene  der  Schicht  zum  Quer- 
schnitt hat.     Demgemäss  gelten  die  Beziehungen 
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abr  ,,    ,     /nz\^l  z  ah  r  o-,  z  (ib 

3^  -T  K   +  (       / 7t  —,-  [c-\  ~  =  'Jt  -^ 


der  Unterschied  beider  Cyliudersummeu  beträgt 

ib    z_2 
n 

und  da  sich  dieser  Ausdruck  für  uueudlich  wachsende  n  der 
Grenze  Null  nähert,  so  haben  beide  Cylindersummen  einen 
und  denselben  Grenzwert,  welcher  den  Betrag  von  V  angiebt. 
Es  ist  daher,  wenn  wir  bei  der  ersten  Cylindersumme  stehen 
bleiben  und  diese  möglichst  zusammenziehen, 

V^  dem  Grenzwerte  von: 

d.  i. 

9)  F=;r-|^(c^^  +  i^^). 

Der  Sonderwert  ^r  =  c  giebt  V=  ^nahc  und  damit  den  be- 
merkenswerten Satz,  dass  das  Volumen  der  Zone  von  der 
Höhe  c  gleich  dem  Volumen  eines  mit  den  Halbachsen  a,  b,  c 
versehenen  EUipsoides  ist. 

Konstruiert  man  aus  a,  h,  c  ein  Hyperboloid,  dessen  Zone 
von  der  Höhe  c  das  Volumen  H  besitzt,  einen  Cy linder  C, 
ein  halbes  Ellipsoid  E  und  einen  Kegel  K  (den  Asymptoten- 
kegel von  IT),  so  hat  man 

K=^nahc,      E  =  lnahc,      C=^jtahc,      II=^nahc, 

folglich 

K.E:  C:H=  1:2:3:4, 

und  dies  ist  die  Erweiterung  des  Archimedischen  Satzes  von 
Kegel,  Halbkugel  und  Cvlinder. 

Eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  parallel  xy  in  den 
Entfemimgen  ^^J  und  i-^  >  Zq  liegen,  kann  als  Unterschied  zweier 
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Zonen  der  vorigen  Art  betrachtet  werden;  ihr  Volumen  ist 
daher 

10)  ^^[c^(^x-^o)  +  i(^i^-^^)]. 

Das  geteilte  Hyperboloid.  Dieselben  Bezeichnungen 
Avie  in  §  36  vorausgesetzt,  ist  ein  in  der  Höhe  /i  >  c  parallel 
zur  xy-'Eihene  gelegter  Querschnitt  einer  Ellipse  mit  den 
Halbachsen 

mithin  der  Flächeninhalt  des  Schnittes 

=  ^-,.   (,/'-  — C2). 

Nennen  wir  Ji'  den  Abstand  des  Schnittes  vom  nächsten  Scheitel 
des  Hyperboloides,  so  ist  h^c-j-  h\  folglich  die  Querschnitts- 
fläche 

Um  das  Volumen  V  einer  Kappe  zu  finden,  welche  durch 
eine  in  der  Höhe  z  '^  c  parallel  zu  xy  gelegte  Ebene  ab- 
geschnitten wird,  setzen  wir  die  Höhe  der  Kappe 

z  —  c  =  /,     also     z  =  c  -\-  z', 
teilen  /  in   n   gleiche   Strecken    und  legen  durch  jeden   Teil- 
punkt eine  Ebene   parallel  xy^   wir  erhalten  auf  diese  Weise 
n  Schichten,  deren  jede  von  zwei  Ellipsenflächen  begrenzt  wird 

und  die  Höhe  ~  besitzt.  Die  untere  Begrenzungsebene  ist 
jedesmal  die  kleinere  und  da  das  Hyperboloid  sich  nach  oben 
zu  allseitig  erweitert,  so  beträgt  das  Volumen  einer  Schicht 
mehr  als  das  Volumen  des  eingeschriebenen  elliptischen  Cy- 
linders,  welcher  die  untere  Begrenzungsebene  zur  Basis  hat, 
und  weniger  als  das  Volumen  des  umschriebenen  Cylinders, 
dessen  Querschnitt  die  obere  Begrenzungsebene  ist.  Demgemäss 
gelten  folgende  Beziehimgen: 
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•  ■+-:'[2-T+(^)']^; 

der  Unterschied  beider  Cylindersummen  beträgt 

ah  r^     uz'    ^^  /»z'y^l  z  ah     2cz'  -)-  -2*    ' 

und  da  dieser  Ausdruck  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Grenze 
Null  zueilt,  so  haben  die  beiden  obigen  Cylindersummen  eine 
gemeinschaftliche  Grenze  =  V.  Bleiben  wir  bei  der  ersten 
Summe  stehen,  so  ist 

V  =  dem  Grenzwerte  von: 

;,5!Jr,,'  +  ---+l^±("-')y  +  ''+^'+ ■.+('—)%-.],- 

und  zwar  nach  bekannten  Sätzen 

11)  V=:t^(cz'-\-l/'), 

oder  bei  Ersetzung  des  Wertes  von  /: 

12)  F=;r^(lc^-c^.  +  i.3). 

Der  Sonderwert  3^  2c  oder  /^c  giebt  F= -|^;ra/>c,  und 
hierin  liegt  der  bemerkenswerte  Satz,  dass  das  Volumen  der 
Kappe  von  der  Höhe  c  mit  dem  Volumen  der  Zone  überein- 
kommt, welche  in  dem  einfachen  Hyperboloide,  von  der  Kehl- 
ellipse ab  gerechnet,  die  nämliche  Höhe  besitzt. 

Eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  parallel  zur  xy- 
Ebene  in  den  Entfernungen  Xq  und  ß^  >  2q>  c  liegen,  kann 
als  Differenz  zweier  Kappen  betrachtet  werden  und  hat  dem- 
nach das  Volumen 

13)  7t  ^  [-  c^  z,  -  z,)  +  i  {z,'  -  .0^)] . 

Aus  dem  Vergleiche  mit  der  zwischen  denselben  Ebenen  ent- 
haltenen Zone  des  einfachen  Hyperboloides  folgt,  dass  die 
Differenz  beider  Zonen  (ein  ringförmiger  Körper)  einem  ellip- 
tischen Cylinder  gleich  ist,  welcher  die  Kehlellipse  des  ein- 
fachen Hyperboloides  zur  Basis  und  die  doppelte  Höhe  der 
einen  Zone  zur  Höhe  hat. 
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Das  elliptische  Paraboloid.  Der  in  der  Höhe  li 
parallel  zur  xy-Woexve.  gelegte  elliptische  Querschnitt  besitzt 
nach  §  37  die  Halbachsen  y'2ah  und  Y'Jhh ,  mithin  den 
Flächeninhalt 

27ryähh', 
handelt  es  sich  um  das  Volumen  V  einer  Kappe  von  der 
Höhe  z,  so  teilt  man  2  wieder  in  n  gleiche  Strecken,  legt 
durch  jeden  Teilpunkt  eine  Ebene  parallel  xy  und  zerfällt 
somit  die  Kappe  in  n  Schichten,  deren  jede  von  zwei  Ellipsen- 
flächen begrenzt  wird  und   die  Höhe  —  besitzt.     Zufolge   des 

Umstandes,  dass  sich  das  Paraboloid  nach  oben  zu  allseitig 
erweitert,  ist  jede  solche  Schicht  grösser  als  der  eingeschriebene 
und  kleiner  als  der  umschriebene  elliptische  Cylinder,  mithin 


^  '  n     '  '  n  71     '  '  n    n     ' 

•  •  ■  4-  ZTzyao , 

'         n   n     '  '  n    n     '  '  n    »     ' 

•  •  •  -4-  'Jjcyah 

Der  Unterschied  beider  Cylindersummen  beträgt 

27tYab  —  -  =  2nyäb'' 

'  n    n  '  n 

und  hat  für  unendlich  wachsende  n  die  Null  zur  Grenze: 
beide  Cylindersummen  nähern  sich  daher  einer  gemeinschaft- 
lichen Grenze   =  V,  d.  h.  es  ist,    wenn  wir   die   erste  Summe 

betrachten, 

V=  dem  Grenzwerte  von: 

oder 

14)  V=7tYäh-z-. 

Erteilt  man  dieser  Gleichung  die  Form 
F=  J;  •  2:iyöhz-  z 

und  erinnert  sich  an  die  Bedeutung  von  2.t  |/«6^,  so  hat  man 
den  Satz,   dass   der  Inhalt   der  betrachteten  Kappe   die  Hälfte 
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vom  Inhalte  des  um.schriebenen  elliptischen  Cyliuders  beträgt. 
Dieser  Satz  darl'  als  das  stereometrisehe  Korrelat  des  Archi- 
medischen Satzes  von  der  Parabel  gelten. 

Der  Inhalt  einer  Zone,  deren  Begrenzungsebeneu  parallel 
zur  ;iy-Ebene  in  den  Entfernungen  z^  und  z^  >  Zq  liegen,  er- 
giebt  sich  hieraus 
15)  =:tyäh{Zy^  —  ZQ^). 

Das  hyperbolische  Paraboloid.  Um  einen  quadrier- 
baren Querschnitt  der  Flüche  zu  erhalten,  legen  wir  in  der 
Entfernung  OL  =^  l  eine 
Ebene  parallel  zur  xy- 
Ebene  durch  das  Para- 
boloid ;  der  entstehende 
Yertikalschnitt  ist  eine 
durch    die   Gleichung 

~  =  2z 

a  h 

charakterisierte     Parabel 
3IPN.     Sie   schneidet  die 
a?/ -Ebene  in  zwei  Punkten  31  und  X,  für  welche  z  ^  0  und 
y  =  LM  oder   =  LX  ist:   dies  giebt 

LM^  +  lYl,        LS^-l^l 

Diese  Parabel  begegnet  ferner  der  it^'-Ebene  in  einem  Punkte 
P  (ihrem  Scheitel),  dessen  ?/ =  "  und  dessen  z  =  LP  ist; 
woraus  folgt 

2    a 

Der  bekannte  Satz  des  Archimedes  lelirt  nun  den  Flächen- 
inhalt des  Querschnittes  kennen,  nämlich  MPX=^L3ILPj 
d. 


i.  vermöcje  der  angegebenen  Werte: 


3^  a 


> 


2   Yab 
¥     a- 


R 


Nach  dieser  Vorbereitung  schreiten  wir  zur  Inhaltsbe- 
stimmung des  körperlichen  Raumes  V,  welcher  von  der  xy- 
Ebeue,  von  einem  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  yz-lEihene 


Fort  u.  Schlömilch,   anal.  Geom.  II. 
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gelegten  Querschnitte  und  im  übrigen  von  dem  hyperbolischen 
Paraboloide  begrenzt  wird.  Zu  diesem  Zwecke  teilen  wir  x 
in  n  gleiche  Strecken,  legen  durch  jeden  Teilpunkt  eine  Ebene 
parallel  yz  und  zerfallen  somit  das  Volumen  in  n  Schichten, 
deren  jede  von  zwei  parabolischen  Querschnitten  begrenzt  wird 

und  —  zur  Dicke   hat.     Da   sich   die  Fläche   in  der  Richtung 

n  o 

der  X  allseitig  erweitert,  so  beträgt  das  Volumen  einer  solchen 
Schicht  mehr  als  das  Volumen  des  eingeschriebenen  und  weniger 
als  das  Volumen  des  umschriebenen  parabolischen  Cylinders; 
diese  Bemerkung  führt  zu  den  Relationen 

,^      2  ^äh  ^  a:         2  |/ä6  /a;\3  x         2  |/ä&  /2a;\3  x 
.    2  yäb  /{n—l)xY  x_ 

y    2  yäh  ix\^  ^,  I  i yö^  /^y  ^  1 

^  3'    «2     W  /     n  ~i~  3  lir  VIT/    TT  "^ 

I     2  l/a&  inx\^  X 
"*"  3     «-     \  u  /     n 

Der  Unterschied  beider  Cy lindersummen  ist 

2  yäb  hixy  X   2  yäft  x* 

3  o*     \  n  I     n  3    «-       n 

und  hat  für  unendlich  wachsende  n  die  Null  zur  Grenze.  Beide 
Cylindersummen  besitzen  demnach  eine  gemeinschaftliche  Grenze 
^  V  und  zwar  ist,  wenn  wir  nur  die  erste  Summe  beibehalten, 


F=  dem  Grenzwerte  von: 
2   1/00     13 -f  2» -f- 3=* -i-  ■  •  •  +  (n  — 1)= 


rc* 


oder  nach  einem  bekannten  Satze 

16)  F=J^a:^ 

das  Volumen   F  ist   daher   der  vierte   Teil   vom  Volumen   des 
umschriebenen  parabolischen  Cylinders. 

Für  das  Volumen    einer  Zone,    welche    von   zwei   in   den 
Entfernungen  x^  und  x^  >  Xq   parallel   zur  //^-Ebeue  gelegten 
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Querschnitten,  von  der  A/y-Ebene  und  ausserdem  von  der 
Fläche  begrenzt  wird,  ergiebt  sich  hiernach 

Besteht  dagegen  die  Begrenzung  der  Zone  aus  zwei  in  den 
Entfernungen  ?/„  und  ijy  >  y^  parallel  zur  a;^- Ebene  gelegten 
Querschnitten  und  iuQ  übrigen  wieder  aus  der  xy-^hene  und 
dem  hyperbolischen  Paraboloid,  so  stellt  der  Ausdruck 

18)  |1^  (%'-!/«') 

das  Volumen  jener  Zone  dar. 


20* 


Neuntes   Kapitel. 

Flächen  Yerschiedener  Gattung. 

§43. 
Erzeugung  der  Flächen  durch  Kui'ven. 

Nach  Analogie  der  in  den  §§  31,  32  und  33  vollständig 
mitgeteilten  Diskussion  dei*  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen 
zweiten  Grades  ist  zwar  eine  Untersuchung  über  die  möglichen 
verschiedenen  Flächen  dritten  Grades  ausführbar,  doch  kann 
dieselbe  wegen  ihrer  Weitläufigkeit  hier  nicht  mitgeteilt  werden; 
dasselbe  gilt  in  noch  weiterem  Masse  für  die  Flächen  vierten 
oder  höheren  Grades.  Wir  beschränken  uns  daher  über  den 
zweiten  Grad  hinaus  auf  die  Betrachtung  einzelner  Flächen, 
welche  entweder  durch  besondere  geometrische  Eigenschaften 
oder  durch  ihr  Vorkommen  bei  physikalischen  Fragen  die 
Aufmerksamkeit  auf  sich  ziehen.  Hierin  liegt  der  Grund, 
warum  wir  bei  der  nachfolgenden  Besprechung  von  Flächen 
verschiedener  Gattung  nicht  mehr  von  deren  Gleichungen  aus- 
gehen, sondern  umgekehrt  aus  der  Entstehungsweise  jeder 
einzelnen  Fläche  ihre  Gleichung  ableiten. 

Wir  erinnern  zunächst  an  den  Umstand,  dass  jede  der 
vier  ersten  Flächen  zweiten  Grades  durch  eine  bewegliche 
Ellipse,  und  das  hyperbolische  Paraboloid  durch  eine  ver- 
änderliche Hyperbel  beschrieben  werden  kann,  wenn  die  be- 
treffende Kurve  parallel  einer  Ebene  (xy)  fortbewegt  wird 
und  gleichzeitig  ihre  Scheitel  auf  zwei  gegebenen  Linien 
bleiben;  allgemeiner  aufgefasst  liegt  hierin  ein  Mittel  zur 
Erzeugung  beliebiger  Flächen.  Bewegt  sieh  nämlich  eine 
nur  zweifach   unbestimmte    ebene  Kurve  s  so,    dass   sie   einer 
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festen  Ebene  parallel  bleibt  und  ausserdem  zwei  gegebene 
Linien  s^  und  .s^  schneidet,  so  beschreibt  .s  im  allgemeinen 
eine  Fläche,  deren  Gleichung  sich  aus  den  vorigen  Bedingungen 
herleiten   liisst.     Wir  wollen   einige  Fälle   der  Art   betrachten. 

1.  Elliptische  Paraboloide.  Wir  denken  uns  drei 
auf  einander  senkrechte  Ebenen  und  in  zweien  derselben  be- 
liebige parabolische  Kurven  konstruiert;  lassen  wir  nun  eine 
veränderliche  Ellipse  sich  so  bewegen,  dass  ihre  Ebene  der 
dritten  von  jenen  Ebenen  parallel  bleibt  und  zugleich  ihre 
Scheitel  auf  den  gegebenen  Parabeln  fortrücken,  so  beschreibt 
die  Peripherie  der  Ellipse  eine  Fläche,  die  im  allgemeinen 
ein  elliptisches  Paraboloid  heissen  mag.  Zu  ihrer  Gleichung 
gelangt  man  auf  folgende  Weise. 

Die    beiden    ersten  Ebenen   Avählen  wir    zu  Koordinaten- 
ebenen der  xz  und  yz,   und   denken  uns  die  beiden  Parabeln 
durch  die   beiden  allgemeinen  Glei-                     pj^  ^^ 
chungen                                                                        Z 
1)       a;"=9)(^;),      ij"  =  '4,{z)  A m 

bestimmt,  wobei  in  Beziehung  auf    ^\—- — :"?  / 

die  Figur  NU=x",  NV=ii"  und        \       ^^  /         „ 

ON  =  0    ist.      Für   jeden    auf    der  \--''  — —^ 

Ellipse    UPV,    also    auch    auf   der        ' 

Fläche  liegenden  Punkt  P,  dessen  Koordinaten  x,  y,  z  heissen 

mögen,  gilt  weiter  die  Ellipsengleich uug 

und  hier  bedarf  es  nur  der  Substitution  von  x"  und  ij"  aus 
Nr.  1),  um   sofort 

als  Gleichung  der  Fläche  zu  erhalten. 

So  hat  man  z.  B.,  wenn  die  beiden  Leitkurven  semikubische 
Parabeln  und  durch  die  Gleichungen 

bestimmt  sind,  als  Gleichung  der  Fläche: 

4)  ax^  -{-  hy^  ^  ■^^; 
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letztere  ist  demnach  ein  elliptisches  Paraboloid  dritten  Grades. 
Die  Gestalt  desselben  erkennt  man  leicht  aus  seiner  Entstehung.s- 
weise-,  die  Fläche  erweitert  sich  allseitig  in  der  Richtung  der 
positiven  Zy  läuft  für  ^  =  0  in  eine  Spitze  aus  und  hört  bei 
negativen  z  zu  existieren  auf.  Die  zur  ä;;^- Ebene  nicht 
parallelen  Schnitte  sind  Kurven  des  dritten  Grades.  Um  die 
Gleichung  der  Taugentenebene  zu  erhalten,  bildet  man 

aiXx  -\-  l"xy  (;/  +  A")  +  h{k'ij  +  k"ij"f  (A'  -h  l") 

—  {l'z  +  X'z'f  =  0, 

entwickelt  nach  fallenden  Potenzen  von  ).\  und  setzt  den  mit 

der    ersten    Potenz    von    X"    behafteten   Verein    von    Gliedern 

gleich  Null;  auf  diese  Weise  entsteht 

2axx"  -\-  ax'^  -\-  2hy'y"  -\-  h)j-  —  ?>z'-z"  =  0. 

Ist  nun  F'  ein  Punkt  der  Fläche,  so  hat  man 

ax-  +  biß  —  z'  =  0  . 

und    erhält  nun,    wenn   man   dies   von   der  vorigen  Gleichung 

abzieht, 

2axx"  -f-  ^.hy'y"  —  3/-/'  +  z"^  =  0. 

Dividiei-t  man  durch  z^  und  lässt  bei  x"  \j"  z"  die  Zeiger  weg, 
so  erhält  man  die  Gleichung  der  Tangentenebene  in  der  Gestalt 

7^-X 7-3-  •  2/  +  -'  •  ^  =  1  ^ 

<6  ^  Ä 

und  mau  erkennt  hieraus,  dass  die  durch  den  Punkt  xyz  gehende 
Tangentialebene  von  den  Koordinatenachsen   die  Strecken 

z^ 1   a/j _^^ i  ^'^  -I-  -^  - 

2CIX  2  ~«~ '  2by  2      1/    '  ■"  3  " 

abschneidet,  deren  Konstruktion  sehr  einfach  sein  würde. 

Auch  die  Kubatur  einer  Kappe  oder  Zone  unserer  Fläche 
unterliegt  keiner  Schwierigkeit.  Ein  in  der  Höhe  h  parallel 
zur  xy-Y^hene  gefülirter  Querschnitt  ist  eine  Ellipse  und  deren 
Fläche 

r    a    r   b        yai 

o  - 

denken  wir  uns  derarti(?e  Schnitte  in  den  Höhen  0,  -,  "',■■■ 
— —j   —    gelegt,  so  zerfällt  die  Kappe  von   der  Höhe  z  in 
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n  Schichten,   deren  jede   die  Höhe  -   besitzt   und  grösser  als 

der  eingeschriebene,  dagegen  kleiner  als  der  umschriebene 
elliptische  Cylinder  ist.  Für  das  Volumen  V  der  Kappe  gelten 
demzufolge  die  Ungleichungen 

\/äb       "  Vab  ^^^'    »  ^   l/a&  ^«^    ^ 

yah  ^>i'    '»  yab  ^"^     "  >/«&  ^^'    ** 

die  Differenz  der  beiden  Cylindersummen  ist 


yäb  " 
und  nähert   sich   für  unendlich  wachsende  n   der  Grenze  Null, 
woraus  folgt,  dass  die  obigen  Cvlindersummeu  einer  und  der- 
selben   Grenze   zustreben,  welche    V  selber  sein   muss.     Dem- 
nach ist,  wenn  wir  bei  der  ersten  Summe  bleiben, 

F=  dem  Grenzwerte  von: 

TT      13 -I-  2«  +  3=»  H \-(n-l)'  ^ 

yab  «' 

d.  h.  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze 

4        yab 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  einer  Zone,  deren  Begrenzungs- 
ebenen parallel  zur  ic^z-Ebene  liegen,  indem  man  dasselbe  als 
Differenz  der  Volumina  zweier  Kappen  betrachtet. 

Nach  dem  vorigen  kann  man  leicht  elliptische  Paraboloide 
beliebiger  Grade  konstruieren;  wählt  man  z.  B.  als  Leitkurven 
zwei  gewöhnliche  Parabeln,  deren  Achsen  die  x-  und  y- Achse 
sind  und  welche  den  Koordinatenanfang  zum  gemeinschaftlichen 
Scheitel    haben,    so    treten    an   die   Stelle   der   Gleichungen  1) 

die  folgenden: 

„ z^  .„ z^ 
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und  hieraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Fläche 

letztere  ist  demnach  ein  elliptisches  Paraboloid  vierten  Grades, 
welches  für  &  =  a  in  das  auf  S.  170  erwähnte  Rotati ons- 
paraboloid  übergeht.     Aus  der  Entwickelung  von 

a^{k'x  +  X"x"f  (A'  +  A'7  +  //(A'Z  +  k"ij"f  W  +  k" f 

—  U'z  +  l"  z"f=0 
ergiebt  sich  für  die  Tangentenebene  zunächst 

2a^x^  +  2orxx"  +  2h^tß  +  2hhj^j"  —  4.z'^z"  =  0. 
Ersetzt  man  a^x'^  -{-  h^y''^  durch  z''^,  und  teilt  dann  die  Gleichung 
durch  2/^,   so  erhält  man 

Für  das  Volumen  V  einer  Kappe  von  der  Höhe  z  ergiebt  sich 
nach  der  allgemeinen  Methode 

woraus  das  Volumen  einer  Zone  wie  vorhin  hergeleitet  werden 
kann. 

Die  mitgeteilten  Betrachtungen  lassen  noch  insofern  manche 
Verallgemeinerung  zu,  als  man  die  parabolischen  Leitlinien 
durch  beliebige  andere  Kurven  ersetzen  ujid  statt  der  beweg- 
lichen Ellipse  irgend  eine  Kurve  nehmen  kann,  die  durch  die 
beiden  Strecken  NU=  x"  und  NV=  ij"  vollständig  be- 
stimmt ist. 

2.  Keilflächen.  Eine  veränderliche  Gerade  möge  sich 
so   bewegen,   dass   sie   einer  festen  Ebene  parallel   bleibt  und 

ausserdem  sowohl  eine  ffegebene 
Gerade  als  eine  sonst  noch  ge- 
gebene feste  Kurve  schneidet;  die 
bewegliche  Gerade  beschreibt  in 
diesem  Falle  eine  Fläche,  die  längs 
-A'  der  festen  Geraden  in  eine  Schneide 
'M  ausläuft  und  daher  nicht  unpassend 

als  eineKeiltläi'he  bezeichnet  werden 
kann.  Um  ihre  Gleichung  in  möglichst  einfacher  Form  zu 
erhalten,  nehmen   wir  die   feste  Gerade   zur  .r- Achse   und   die 


Fig.  62. 

,^ 

- --r 

\  ^■\^ 

10         :      i\jL 

■.^ 

"             '•      '  .--' 

§  4;i     Krzt'Uf,'iuig  der  Fliichen  durch  Kui-ven.  ;-jl5 

feste  Ebene  zur  ?/^-Ebeiie;  bezeiclmeii  jetzt  x,  y,  z  die  Koordi- 
naten irgend  eines  Punktes  P  der  beweglichen  Geraden  und 
x'y'z  die  Koordinaten  ihres  Durchschnittes  Q  mit  der  Kurve, 
so  können,  der  ersten  Bedingung  zufolge,  die  Gleichungen  der 
beweglichen  Geraden  durch 

dargestellt  werden.  Ferner  gelten  für  den  Punkt  x'y'z  die 
Gleichungen  der  gegebenen  Kurve  etwa 

5)  y'  =  (pi^x'),        i3'  =  il;{x'), 

und  nun  ergiebt  sich  aus  den  vier  aufgestellten  Gleichungen 
durch  Elimination  von  x',  y,  z 

6 )  z  =  ^{  y 

als  Gleichung  der  beschriebenen  Fläche. 

Ist  z.  B.  die  Leitkurve  eine  Gerade,  mithin 
y'  =  Bx  -\-l> ,       z  =  Cx  -\-  c , 
so  lautet  die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche 

Cx  +  c 

oder 

Cxy  —  Bxz  -\-  cy  —  Jjz  =  0] 

letztere  ist  demnach  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  wie  schon 
in  §  40  Aufgabe  7   gefunden  wurde. 

Wenn  die  feste  Gerade  senkrecht  auf  der  festen  Ebene 
steht  und  die  Leitkurve  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittelpunkt 
auf  der  5^-Achse  und  deren  Ebene  parallel  zur  xy-Woene  liegt, 
so  gelten  für  y   und  z    die  Gleichungen 

und    daraus    ergiebt    sich    als    Gleichung    der    elliptischen 

Keilfläche 

acy 

z  =  — -^ 

bya-  —  x^ 

Die  horizontalen  Schnitte  derselben  sind  Ellipsen,  denn  für 
z  =  h  erhält  man 
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alle  sonstigen  zur  yz-^hene  nicht  parallelen  Schnitte  geben 
Kurven  vierten  Grades. 

Um  die  Gleichung  der  Tangentenebene  im  Punkte  x  y  z 
der  Fläche  zu  erhalten,  geben  wir  der  Flächengleichung  die 
Form 

V'x'z'  +  a^c'y'  —  a^h^z'-  =  0, 

und  bilden  nun  die  Gleichung 

})\X'x  +  l"xy  (A'Z  +  r/')'+  a'cm'y  +  k"y"f  (X  +  rf 
—  a'h\X'z'  +  X'z'f  (A'  +  X'f  =  0. 

Setzen  wir  die  mit  A'^A"  behafteten  Glieder  gleich  Null,  so 
ergiebt  sich  nach  Division  durch  2  die  Gleichung 

o^xz'X   -{-a-cyy  — o-z  {a-  —  x-}z  — a-{h-z-  —  c-y-)  =  0. 

Zufolge  der  Flächengleichung  ist 

7  9'/      ■>  ^9\  et"  C     y  t>  /7  9/9  9       ^\  9  7  9       /9      ^9 

0^^  («-  —  x^)  =  — ~,'^ ,        er  {h"z  -  —  c-y  )-  =  Trx  -z  -, 
daher  geht  obige  Gleichung  über  in 

T0//O//I  <^      '^       f       tf  (X      \i      if  ff  19       /9      /o 

Dividirt  man  durch  das  letzte  Glied  und  lässt  wieder  bei 
x",  y" ,  z"  den  Zeiger  weg,  so  erhält  man  als  Gleichung  der 
Tansf  entenebene 

z  =  \. 


1 

■  X 

+ 

a-c-ij 
h'^x^z'^- 

•y- 

a-c 

■y 

- 

x 

b-x 

'■z 

'i 

Um  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  z  zu  er- 
mitteln, benutzen  wir  Avieder  die  Methode  der  ein-  und  um- 
schriebenen Cylinder;  letztere  sind  elliptische  Cjliuder,  weil 
der  in  der  Höhe  h  parallel  zur  rr?/- Ebene  gelegte  Querschnitt 

eine  aus    den   Halbachsen  a   und   —    konstruierte   Ellipse   ist, 

deren   Fläche    tc  -^-    beträgt.      Hiernach    überzeugt   man    sicli 

leicht  von  der  Richtigkeit  der  Ungleichungen 

-p.  ah  -.   z     .         ah  z   z     .         ah  2z  z     . 

c        n     '  c    n    n     '  c     c    u 

ab  {n  —l)z  z 
■  •  •  -\-  7t , 
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Tr    ^       ah  Z    2     ,         ah  '2z  z     ,  ah  :^z  z      , 

V  <,n hJt  — \-  TT.  +••• 

c    M  w     '  c     n    n     '  c     it    u     ' 

,         ab  nz  z 

■  ■  ■  4-  7t ; 

'  c     n    ti  ' 

man  zieht  daraus 

V ^^  dem  Grenzwerte  von: 

ab  1  +  2  +  3  H \-  jn-l)  ^, 

% — "i <4 

c  «* 

und  durch  Ausführung  des  Grenzüberganges 

TT-        1       (f^    2 

V=  -^  %  --  z\ 

Das  Volumen  einer  Zone  des  elliptischen  Keiles  ist  hiernach 
leicht  zu  finden. 

§  44. 
Fnsspuiiktflächeii. 

Denkt  man  sich  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  einer 
gegebenen  Fläche  an  diese  eine  Berührungsebene  gelegt  und 
auf  letztere  von  einem  festen  Punkte  C  eine  Senkrechte  herab- 
gelassen, deren  Fusspunkt  Q  heissen  möge,  so  entspricht  jedem 
Punkte  P  ein  neuer  Punkt  Q  im  Räume,  und  wenn  P  die 
gegebene  Fläche  durchläuft,  so  wird  auch  der  Punkt  Q  eine 
gewisse  Fläche  beschreiben,  welche  man  die  entsprechende 
Fusspunktfläche  nennen  kann.  Nicht  ohne  Interesse  sind  die 
aus  den  Flächen  zweiten  Grades  abgeleiteten  Fusspunktflächen, 
deren  Betrachtung  uns  im  folgenden  beschäftigen  wird. 

(x)  Die  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  lassen  sich 
wenn  die  Hauptachsen  zu  Koordinatenachsen  genommen  werden 
durch  die  allgemeine  Gleichung 

1)  Ax^  +  Bf  +  Gz^  =  B 

ausdrücken,  und  die  Gleichung  der  Berührungsebene  im  Punkte 
xtfz  ist  dann 

Axi  +  Byy]  +  Czi  =  B. 

Eine  Senkrechte  vom  Mittelpunkte  der  Fläche  (dem  Koordinaten- 
anfange)  auf  die  Tangentialebene  schneidet  letztere  in  einem 
Punkte,  dessen  Koordinaten  ^q,  tjq,  ^q  nach  §  15  Nr.  15  ge- 
funden werden;  sie  sind 
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2)  |%  = 

^0  = 


AD  X 

BDy 

A^x^  -\-  B^y^  -\-  C^z^' 
CDz 


A^x^  +  B^y^  +  C*2* 

Die  Gleichung  der  Fusspmiktfläche  darf  ausser  ^q,  tjq,  ^^  nur 
noch  die  bekannten  Grössen  A,  B,  C,  D  enthalten,  sie  ist 
folglich  durch  Elimination  von  x,  y,  z  aus  den  Gleichungen  1) 
und  2)  zu  entwickeln.     Aus  Nr.  2)  findet  man  einerseits: 

<r   2      \_  2  _|_    f"  2  -'-^ 

5o    -f-  Vo    -f-  bo    —  Ji^i  _^  jgiyi  _{_  QiYi  > 
andererseits  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung  1) 


^(x  + 


+  ¥) 


B' 


{A^x^-\-B^iß-{-C^zy^ 

die    rechte    Seite   dieser    Gleichung   ist    das  Quadrat    von    der 
rechten  Seite  der  vorhergehenden  Gleichung,  mithin 

(B,^  +  ^0^  +  ^^y = ^  (x  +  ^'  + 1-1 

oder,  wenn  man  x,  y,  z  für   ^q,  i^q,  ^^  schreibt, 

^;  1)        —  X  +  "^  +  c  • 

Demnach  ist  für  die   Fusspunktfläche    des    dreiachsigen 
Ellipsoides: 

{x"  +  2/2  +  z'^Y  =  a^x^  +  h-y-  +  c-^S 
des  einfachen  Hyperboloides: 

und  des   geteilten   Hyperboloides: 

(^2  ^,f^  ^f  =  _  tt2_^2  _  /,2,^2  _^  c2_^2^ 

Diese  drei  Flächen  besitzen  gemeinschaftlich  eine  be- 
merkenswerte Eigenschaft;  schneidet  man  nämlich  die  Fläche  o) 
durch  eine  konzentrische  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  /', 
so  gilt  für  alle  Punkte  der  Durchschnittslinie  ausser  der 
Gleichung  3)  noch  die  folgende: 

Ol  Ol  o  70 

X-  -f-  y-  -f-  z'  =  Ir 


oder 


(.r^H- ^2  +  -^-)"  =  ^- (.«■'  + //-  +  --), 
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deren  Substitution  in  Nr.  3)  giebt 

k""  ix"" -\- y- -\- Z-) ar*    ,     >r    .     z^ 

D  A   ~^  ]i  ~^  C 

oder 

Diese  Gleichung  repräsentiert  einen  Kegel  zweiten  Grades-,  die 
Schnittkurve  ist  also  ein  sphärischer  Kegelschnitt. 

b)    Die  nichtcentrischeu  Flächen  zweiten   Grades   können 
durch  die  allgemeine  Gleichung 
4)  Äx'-^  Bi/  =  22 

ausgedrückt  werden,   derzufolge  die  Gleichung  der  Tangential- 
ebene im  Punkte  xyz  ist: 

Äxl  +  Byr]  —  l  =  z- 
Eine   Senkrechte  vom  Scheitel   der  Fläche    (dem  Koordinaten- 
anfange)   auf  die  Berührungsebene  schneidet  letztere  in  einem 
Punkte  lo^o^oj  dessen  Koordinaten  sind: 

Axz 


5^ 


—         ^y^ 

.  ^0  =  A^x'-  -^  B''y'-  +T* 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  erstens 

io'  +  ^/o"  +  ^0^ 


A^-x-  +  BUf  -\-  1' 
ferner  unter  Rücksicht  auf  Nr.  4) 


A     I     B         {A^x^-}-B^y--\-l)-^ 
multipliziert  man  das  erste   Ergebnis   mit   2^^    und    vereinigt 
es  mit   dem    zweiten,  so   erhält  man  als  Gleichung   der  Fuss- 
punktfläche 

2(io'  + V+eo^')eo  + 1-'  +  ^'  =  0, 

oder,    wenn    x,  y,  — z   statt    Iq,  j^q,  ^^    geschrieben    werden 

6)  (^^  +  y^_|_-),__^(^  +  ^). 

Hiemach    ist  für   die    Fusspunktfläche    des    elliptischen 
Paraboloides: 
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(x'-i-t/-\-2')2=i,{ax'-\-bf), 
und  des  hyperbolischen  Paraboloides: 

(^.2  4.  ^2  _^  ^2^)  ^  _  ^  (,,^  _  yy2^ 

Die  auf  der  ^r- Achse  senkrechten  (horizontalem  Quer- 
schnitte der  ersten  Fläche  sind  Ellipsen,  die  der  zweiten 
Hyperbeln;  jeder  die  0-Achse  in  sich  enthaltende  Schnitt  ist 
die  Fusspunktkurve  einer  Parabel  (eine  Cissoide).  Schneidet 
man  die  erste  Fusspunktfläche  durch  eine  aus  dem  Halbmesser 
h  beschriebene  Kugelfläche,  so  genügt  jeder  Punkt  des  Schnittes 
der  Gleichung 

d.  h.  geometrisch,  es  lässt  sich  immer  ein  elliptisches  Paraboloid 
angeben,  welches  mit  der  Kugel  denselben  Schnitt  bildet,  wie 
jene  Fusspunktfläche;  eine  ähnliche  Eigenschaft  besitzt  die 
Fusspunktfläche  des  hyperbolischen  Paraboloides. 


§  45. 

Schranbenliuie  nud  Scliraubenfläche. 

I.  Wenn  die  Ebene  eines  gegebenen  Winkels  BAC  der- 
gestalt  um  einen  geraden  Kreiscylinder  herumgewickelt  wird, 
dass  der  eine  Winkelschenkel  AB  mit   einem  normalen  Quer- 

rig.  63. 

yC 


schnitte  des  Cyliuders  zusammenfällt,  so  beschreibt  der  andere 
Winkelscheukel  AC  auf  der  Cylinderfläche  eine  Kurve,  welche 
die  Schraubenlinie  genannt  wird;  der  Halbmesser  des 
Cylmders  heisst    ihr    Radius,    und    der  konstante  Winkel    ihr 


§  45.     Schraubenlinio  und  Sthrauljt'nfliicln'.  ,'5ll) 

Steigun<jfswinkel.  Um  die  Scliraubciiliiiio  vollstäiidig  zu  er- 
halteu,  muss  man  sich  deu  gegebenen  Winkel  durch  seinen 
Scheitelwinkel  ergänzt  und  diesen  gleichzeitig  mit  aufgewickelt 
denken;  die  Kurve  erstreckt  sich  daher  sowohl  auf-  als  abwärts 
von  dem  normalen  Querschnitte  ins  Unendliche.  Ferner  ist 
zu  berücksichtigen,  dass  jene  Umwickelung  auf  zwei  ver- 
schiedene Weisen  —  rechts  herum  und  links  herum  —  ge- 
schehen kann,  dass  also  aus  den  gegebenen  Daten  (Steigungs- 
winkel und  Radius)  zwei  symmetrisch  gleiche  Schraubenlinien 
konstruierbar  sind,  welche  man  durch  die  Benennungen  rechts- 
gängige und  liuksgängige  Schraubenlinie  zu  unterscheiden 
pflegt;  die  Figur  zeigt  einen  Teil  der  letzteren  nebst  deren 
Vertikalprojektion. 

Um  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  zu  erhalten,  nehmen 
Avir  die  Cylinderachse  zur  ^- Achse  eines  rechtwinkligen  Koordi- 
natensystemes,  dessen  xy-^hene  mit  der  Ebene  des  genannten 
normalen  Querschnittes  zusammenfallen  möge;  den  Punkt  A, 
in  welchem  letztere  von  der  Schraubenlinie  getroffen  wird, 
verbinden  wir  mit  dem  Mittelpunkte  des  Querschnittes  durch 
eine  Gerade,  und  wählen  letztere  zur  Achse  der  x.  Der  Radius 
OÄ  =  OB  sei  =  «,  der  Steigungswinkel  BAC  =  ß.  Ist 
nun  P  ein  beliebiger  Punkt  des  Schenkels  AC  und  P^  seine 
Projektion  auf  den  Schenkel  AB,  so  kommt  bei  der  Auf- 
wickelung Pj  so  aut  den  normalen  Querschnitt  AP' B  zu 
liegen,  dass  der  Bogen  AB'  gleich  der  Geraden  AP^  wird; 
die  Linie  P^B  dagegen  bleibt  gerade  und  fällt  auf  die  durch 
P'  gehende  Mantellinie  P' P  des  Cylinders.  Bezeichnen  wir 
die  drei  Koordinaten  des  Punktes  P  der  Schraubenlinie  mit 
OL  =  x,  LP'=  PP"=y,  P' P  =^  LP"  =  z  und  den  Bogen 
AP'  mit  s,  so  ist 

X  =  OP'  cos  AOP'  =  a  cos  — , 

y  =  OP'  sin  AOP'  =  «sin-, 

und  in  dem  ebenen  rechtwinkligen  Dreiecke  PAP^ 
PPi  =  AP^tanß,     d.h.     ^  =  s  tan/3; 
der  Wert   von  s,    aus    der   letzten   Gleichung   in    die    vorher- 
gehenden substituiert,  giebt 
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z 


X  =  a  cos  —7 — A ,        V  =  a  sin  — r — b  • 
a  tan  ß'         "^  a  tan  ß 

Die  Grösse  atan/3  bedeutet  geometrisch  dasjenige  2  der  Schrauben- 
linie, welches  für  s  ^=  a,  d.  h.  für  i  AOP'  =^01^11' 4A:",S  zum 
Vorschein  kommt;  diese  bestimmte  und  für  jede  gegebene 
Schraubenlinie  unveränderliche  Grösse  wollen  wir  den  Para- 
meter der  Kurve  nennen  und  mit  c  bezeichnen;  es  sind  jetzt 

1 )  X  ^=  a  cos  —  ,         ?/  =  «  sin  — 

J  c  ^  c 

die  Gleichungen  der  Vertikalprojektionen  der  Schraubenlinie, 
woraus  sich  noch 

2)  X-  +  y-  =  a^ 

als  Gleichung  der  Horizontalprojektion  findet.  Für  die  Schrauben- 
linie entgegengesetzter  Drehung  (rechtsgängig)  ändert  der  Bogen  s 
sein  Vorzeichen  und  die  Gleichungen  werden  daher 

3)  X  =  a  cos  —  ,       y  =  —  a  sin  —  ,       x-  -{-  y-  =^  a^. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1)  erst  ^  =  0  und  nach- 
her z  =  Ttc,  SO  erhält  man  im  ersten  Falle  x  =  -\-  a,  im 
zweiten  :r  =  —  a;  bei  einem  halben  Umgange  steigt  also  die 
Schraubenlinie  um  nc,  bei  einem  ganzen  Umgange  um  2nc\ 
letztere  Grösse  pflegt  man  daher  die  Höhe  eines  Schrauben- 
ganges  zu  nennen. 

Die  gerade  Verbindungslinie  zweier  Punkte  xyz  und  x^y^Zx 
der  betrachteten  Kurve  kann  durch  folgende  Gleichungen  dar- 
gestellt werden 

4)  ^-X  =  ^^^{i-Z),  ,^-y  =  yi:^{X-z), 

wobei  die  vorkommenden  Quotienten  kurz  M  und  X  heisseu 
mögen;  da  die  genannten  Punkte  der  Schraubenlinie  angehören, 
so  ist 

Xy  —  .-r  =  ff  (cos "]  —  cos  "  j 

2  z*  — {—  z    •     z*         z 

ff  sm  -  5—  -  sin  -  -—  , 
i  c  2c' 


y^—y  =  a  (sin  ^  —  sin  ^) 


-1-2«  cos  *  r*      sin  -^ — 
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woraus  sich   ('r<^iel)t 

M  =  —      sm  --—- 
c  2  c 


sin 

^1  — 
2c 

z 

^1 

—  z 

sin 

2  c 

z 

2c 

^1 

—  z 

iS   =  4-      cos  -'-^^— 

'      c  2  c 

"2c 

Lassen  wir  den  Punkt  x^y^z^  dem  als  fest  gedachten  Punkte 
xyz  immer  näher  rücken,  so  dreht  sich  die  Verbindungsgerade 
(Sekante)  um  den  ersten  Punkt  und  nähert  sich  dabei  mehr 
und  mehr  der  tangentialen  Lage;  letztere  tritt  in  dem  Grenz- 
falle x-^^  X  yi=  y,  z^^=  z  ein  und  diesem  entsprechen  ge- 
wisse Grenzwerte  von  M  und  N,  welche  sich  aus  dem  be- 
kannten Satze  ergeben,  dass  der  Quotient  — ^  bei  verschwin- 
denden ^  in  die  Einheit  übergeht.  (Teil  I,  S.  254.)  Jene 
Grenzwerte  sind  demnach 

sm      =  —  und     +      cos  -  =  h : 

c         c  c  '     c  c  '      c  ' 

die  Gleichungen  4)  werden  jetzt  zu  den  folgenden 

5)         |-a;  =  -f  (e-^),       yj-y  =  -\-^i^-z) 

und  bestimmen  die  im  Punkte  xyz  au  die  Schraubenlinie 
gelegte  Tangente.  Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  zieht 
man  noch 

x{^  —  x)  +  y{v  —  y)  =0 

oder 

^^  +  yv  =  ^'  +  r  =  «S 

d.  h.  geometrisch,  die  Horizontalprojektion  der  Tangente  be- 
rührt die  kreisförmige  Horizontalprojektion  der  Kurve,  wie  zu 
erwarten  war.  Die  Tangenteukonstruktion  ist  hiernach  sehr 
einfach;  in  der  xy-^hene  legt  man  nämlich  durch  den  Punkt  P' 
eine  Tangente  an  den  mit  dem  Halbmesser  a  beschriebenen 
Kreis,  in  der  rr^-Ebene  zieht  man  durch  den  Punkt  P"  eine 
Gerade,  welche  mit  der  ic- Achse  einen  Winkel  bildet,   dessen 

trigonometrische  Tangente   = ist:  die  erhaltenen  Geraden 

.        .  .  .         y 

sind  die  Horizontal-  und  die  Vertikalprojektion  der  gesuchten 

Tangente. 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  II.  21 
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Die  im  Berührungspunkte  der  letzteren  senkrecht  zu  ihr 
gelegte  Ebene  heisst  die  Normalebene  im  Punkte  xyz:  aus 
den  beiden  genannten  Bedingungen  findet  man  leicht  als  deren 
Gleichung 


oder 

6) 


X         ,      1 


-Ä^  +  ä'^  + 


e 


1 


wonach  auch  die  direkte  Konstruktion  der  Normalebene  (oder 
ihrer  Spuren)  sehr  leicht  ist. 

n.  Lässt  man  eine  Gerade  sich  so  bewegen,  dass  sie 
an  der  Schraubenlinie  hingleitet  imd  zugleich  die  Achse  der 
Schraubenlinie  senkrecht  schneidet,  so  beschreibt  sie  eine  so- 
genannte Schraubenfläche;  in  der  Figur  ist  NP  die  be- 
wegliche Gerade  in  einer  ihrer  Lagen.     Die  Koordinaten  eines 

Fig.  64 


beliebigen  Punktes  77  der  beweglichen  Geraden  (also  auch 
der  Fläche)  mögen  |,  iq,  t,  und  x,  y,  z  die  Koordinaten  des 
Punktes  P  heissen,  in  welchen  sie  die  Schraubenlinie  sclineidet; 
die  Gleichungen  der  veränderlichen  Geraden  sind  in  diesem  Falle 

1=^     und     t  =  z; 

setzt  man  die  Werte  von  x  und  y  aus  Nr.  1)  ein,  so  ist 

~  =  tan  "  =  tau  — 

l  c  c 

die  Gleichung  der  Schraubenfläche,  wobei  im  folgenden  wieder 
X,  y,  z  für   ^,  7^,  ^,   also 
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7)  ^=tan-^ 

geschrieben  werden  möge.  Bei  Zugrundelegung  der  rechts- 
gängigen Schraubenlinie  ergiebt  sich 

^  =  —  tan  - 
X  c 

als  Gleichung  der  entsprechenden  Schraubenfläche. 

Um  die  Gleichung  der  Tangentenebene  an  die  links- 
gängige Schraubeufläche  zu  erhalten,  geben  wir  der  Flächen- 
gleichung zunächst  die  Form 

y  —  X  •  tan  —  =  0 , 
ersetzen  sie  wieder  durch 

A  ?/  +  A  ?/    —(Xx-{-Xx)  tan   ^^^>;_^^..^  , 

und  suchen  die  Bedingung  dafür  auf,  dass  diese  Gleichung  eine 
verschwindend  kleine  Wurzel  hat,  selbstredend  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  x'y'z'  auf  der  Fläche  liegt,  dass  also 

y'  —  X  tan  "  =  U . 

Multiplizieren    wir    hier   mit  A'   und  ziehen   das   Produkt    von 

der  vorigen  Gleichung  ab,  so  ergiebt  sich 

w,  „         1'    'Fi.       l'z-\-X"z"        ,       z"\         .,,   „,       l'x-\-X'z"       ,. 

A  w  —  k  X  \  tan     ../,  .„. tan       —  A  x    tan  -  ,t,  '  .-ttt-  =  0. 

^  L  c{X  -\-X  )  cJ  cQ.  -{-X  ) 

Wendet  mau  hier  die  bekannte  Formel  au 

tan  ?t  —  tan  v  =  sin  (u  —  v)  ■  sec  u  ■  sec  v , 

so  erhält  man  ohne  Mühe 

,„   „        ,,    ,      .    X"(z"  —  z')  X'z'-\-l"z"  z' 

A  y  —  A  X  •  sin  — 7,",-w7t^  •  sec  —77-/,  .,..    ■  sec  — 

^  c(X  -\-X  )  c{X  -\-X  )  c 

—  Ix   tan     ,.. ',  ,,.,    =  0 . 

Teilt  man  durch  A",  so  ergiebt  sich 

„        ,,    ,     1       .     k' {z"  —  z)  X'z'-\-X"z"  z 

y   —  X  X  ■.„■Bin    ,,,  I  ■„.  •  sec  •     ..,  .  .„.   •  sec  •  - 
^  ;i  c{x  -\-  X  )  c{x  -\-x  )  c 

—  x"  ■  tan  — ..,  ,  ,„■-  =  0 . 
c{X  -\-X) 

Wenn  A"  verschwindet,  so  hat  man  den  Grenzübergang 

, .       1       .    X"  (z"  —  z')        z"  —  z' 
lim  t;t  •  sin  — 


X"  c{X'  -}-  X")  c 

21^ 
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und  erhält  daher  die  Gleichung 


y   —  X  • •  sec-' X   ■  tan  —  =  U . 

^  c  c  c 

Lässt  man  hier    wieder  bei  x",  y",  z"  den   Zeiger  weg,    und 

beachtet,  dass 

tan  -  =  ^, ,        sec-      = W^ , 

c         X  '  c  X  ■       ^ 

so    erhält    man   nach    leichter   Umgestaltung    die    Gleichung 

der  Tangentenebene 

cy  ex  _j 1^     ^  .. 

Hieraus  ergeben  sich  noch 

X  —  X  ^^    ,,  f   ,Az  —  z),       y  —  y  = rg  .     .Jg  —  z) 

als  Gleichungen  der  im  Punkte  x'y'z    auf  der  Schraubenfläche 
errichteten  Normale. 


Zehntes  Kapitel. 
Analytische  Projektionslelire. 


§  46. 
Die  axoiiomefrische  Projektion. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  räumliche  Gegenstände  durch 
Zeichnung  in  einer  Ebene  graphisch  darzustellen,  so  hat  man 
bekanntlich  eine  doppelte  Wahl,  insofern  dazu  ebensowohl 
die  Parallelprojektion  als  die  perspektivische  Projektion  be- 
nutzt werden  kann.  Die  Mittel  zur  Ausführung  der  Zeich- 
nung selbst  giebt  die  deskrip- 
tive Geometrie,  deren  Kenntnis 
wir  voraussetzen,  sie  lassen  sich 
aber  auch  unabhängig  von  dieser 
entwickeln,  wenn  man  die  Auf- 
gabe vom  analytischen  Gesichts- 
punkte aus  ansieht,  wie  es  im 
folgenden  geschehen  soll. 

Wir  denken  uns  einen  Punkt 
P  auf  ein  rechtwinkliges  Koor- 
dinatensystem bezogen  und  durch 
die  Koordinaten  OL^x,  OM=y, 
ON  =  0  gegeben;  das  ganze 
Liniensystem  werde  rechtwinklig 

auf  eine  bestimmte  Ebene  projiziert  und  es  soll  nun  die  gegen- 
seitige Lage  der  Projektionen  0',  L',  M\  N',  P'  ermittelt 
werden.  Da  die  orthogonalen  Projektionen  zweier  parallelen 
Geraden  wiederum  parallel  sind,  so  besteht  die  Projektion  des 
erwähnten  Liniensystems  aus  zwölf  Geraden  (den  Projektionen 
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der  zwölf  Kanten  des  aus  x,y,z  konstruierten  Parallelepipedes), 
von  denen  je  vier  parallel  laufen,  und  es  ist  dieser  Linien- 
komplex bestimmt,  wenn  man  die  drei  Geraden  O'L'  =  x', 
O'M'  =  y' ,  O'N'  =  s'  und  die  von  ihnen  eingeschlossenen 
Winkel  kennt. 

Bezeichnen  wir  die  Stellungswinkel  der  Projektionsebene  mit 

LLOQ  =  a,       i3I0Q  =  ß,       LNOQ  =  y, 
und  die  Neigungswinkel  der  Achsen  OL,  OM,  ON  gegen  die 
Projektionsebene  mit  A,  ^a,  v,  so  ist  zunächst 

A  =  90«  —  a,       a  =  00"  —  ß,       v  =  90""  —  y, 
mithin,  wenn  diese  Werte  in  die  Formel 

cos^ß  -|-  C0S-/3  -f-  cos-y  =  1 
subsituiert  werden, 

sin"A  -\-  sin-/Lt  -|-  sin-?-'  =  1, 


[  cos^A  -j-  cos^a  -\-  cos-'v  =  2. 
Was  die  Grössen  von  x',  y',  z'  anbelangt,  so  hat  man  unmittelbar 
2)  a;'  =  a;cosA,       y'=^'i/cos^,       s'  =  2  cosv. 

Um  die  zwischen  x'j  y\  z'  liegenden  Winkel  zu  finden,  bedarf 
es  nur  der  Erinnerung  an  den  bekannten  Satz,  dass  die  Pro- 
jektion einer  ebenen  Fläche  auf  eine  andere  Ebene  gleich  der 
ersten  Fläche,  multipliziert  mit  dem  Cosinus  des  Winkels 
zwischen  beiden  Ebenen  ist.  Wendet  man  ihn  der  Reihe  nach 
auf  die  Dreiecke  LOM,  LON,  MON  und  ihre  Projektionen 
an,  indem  man  berücksichtigt,  dass  der  Winkel  zwischen  zwei 
Ebenen  gleich  dem  Winkel  zwischen  ihren  Normalen  ist,  so 
hat  man  als  Projektionen  jener  Dreiecksflächen: 

i  xy  sin  V,         \ xz  sin  ,u,         -^ yz  sin  A : 

durch  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  ausgedrückt, 
sind  die  nämlichen  Flächen  L'O'M',  L'O'N',  M'O'N': 
4^x'y'  sm(x'y'),       ^x'z'  sm(x'z'),       -iry'z'  sin  (y'z'), 

und  aus  der  Vergleichung  der  gleichnamigen  Flächen  folgen 
die  Formeln: 

Isin  (x'y')  =  -r^  sin  v,         sin  (x'z')  =  AA  sin  u , 
sin {y'z')  =  ^-l-  siuA, 
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oder  auch,  wenn  man  alles  durch  X,  ^,  v  ausdrückt, 


sin  (x'y')  =  — T 


COS  X  COS  [L  ' 

sin  {y'z')  ■■ 


sin  {x'z' )  = 
sin  l 


cos  il  cos  V  ' 


cos  ft  cos  V 

Für  den  praktischen  Gebrauch  der  erwähnten  Projektionsmethode 
bedürfen  diese  Formebi  noch  einer  Modifikation;  in  der  Regel 
sieht  man  nämlich  nicht  die  Winkel  A,  ji,  v  als  unmittelbar 
bekannt  an,  sondern  man  setzt  voraus,  dass  die  Projektionen 
von  drei  gleichen  auf  den  Achsen  abgesclinittenen  Strecken 
(von  den  in  0  zusammentrefienden  Kanten  eines  Würfels)  ge- 
geben seien  und  berechnet  hieraus  rückwärts  A,  ^,  v  und  die 
Winkel  x'y',  x  z' ,  y'z'.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 
Die  auf  jeder  Achse  abgeschnittene  Strecke  sei  d  und  ihre 
Projektionen  mögen  a',  h',  c  heissen;  die  vorigen  Formeln 
geben  dann  für  x  =  y  =  z  =  d  und  x'  =  a',  y'  =  h',  z'  =  c' 

5)  a'=fZcosA,         b'=dcosu,         c'=rfcosv, 
oder,  wemi  man  quadriert  und  addiert, 

6)  a'-'  -\-b'--\-c'-  =  2d-\ 

Durch  Substitution  des  hieraus  folgendes  Wertes  von  (/  liefern 
die  vorhergehenden  Gleichungen  die  Werte 

cos  A  =  '  , 

&'|/¥ 
ya"-  +  b'*--\-c*-  ' 

c'|/¥ 

an  weiche  sich  die  nachstehenden  reihen: 


V 


COS/ti- 


cos  V  = 


8) 


sin  A 


sin  t( 


sin  2/ 


/fc'^  +  c'  = 


a'-  +  &'--f  c 


1/p 


+  c^ 


&'- 


1 


a'-  +  b'^  —  c"' 


a'^  +  6'*  +  c'* 

Mit  Hilfe   dieser  Werte  lassen  sich  die  Formeln  4)  durch  die 
folgenden  ersetzen: 
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9) 


..,,-.          i/(a'*+6'«-f-c'*)(a2  +  6'»  — c'*) 
sm  {xy)=  -Ja-b'       ' 


sm  (ä;  ^  )  ^  ^^ ' '       ,\ —  -^ ^^^  , 

^-  ■'  9.  n  />  ' 


sm(y'z')  = 


2ac 

l/(a'2  +  fe'2H-c'*)(6'*  +  c'*  — a^ 


2  f/c 


y(«' 

^+?'' 

^  +  c 

*)(«' 

*  +  &'*- 

-C'2) 

2 

a'fe' 

y(«' 

*+&' 

^  +  c 

^)(«' 

*  +  c'*- 

-ft'^ 

2 

a'c 

y(«' 

^  +  &' 

*  +  c 

^(ft- 

2  +  c'*- 

-a') 

Bemerkenswert  ist  die  hieraus  folgende  leicLte  Konstruktion 
der  Winkel  x'y',  x'z',  y'z'.     Setzt  man  nämlich 

i  {x'y')  =  90°  +  ^  C,        L  {x'z')  =  90°  +  i  5, 

/.ryV)  =  900  +  1-^, 

so  zeigen  die  nunmehrigen  Fonneln 
cos  ^C  ^ 

cos  ^  B  ^= 

cos  ir  A=  ,, ,,  ,  , 

2  0  c  ' 

dass  A,  B,  C  die  Winkel  eines  Dreiecks  bilden,  dessen  Seiten 
a'^,  b'^,  c'^  oder  diesen  Grössen  proportional  sind.  Dies  giebt 
folgende  Konstruktion:   über   der  grössten  von  den  Linien  «', 

h',  c',  welche  c' =  AB  sein 
möge,  beschreibe  man  einen 
Halbkreis,  trage  in  diesen 
AD  =  h'  und  BE  ^  a'  als 
Sehnen  ein,  fälle  auf  AB  die 
Senkrechten  BF,  EG  und  be- 
schreibe aus  den  Seiten  AB, 
AF,  BG  das  Dreieck  ABC 
Die  Seiten  desselben  sind 


Fig.  66. 


AC=AF  =  ^. 


AB  =  c', 

BC 

und  stehen  in  den  Verhältnissen 


BG  =  ^ 
c 


BC:CA:AB  =  (r-:h'-:r^: 
die  Winkel   des  Dreiecks  ABC   sind  folglich   die   vorhin    mit 
A,  B,  C  bezeichneten  Winkel.    Die  Halbierungslinien  derselben 
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schneiden  sich  in  einem  Punkte  0'  und  zwar  ist  aus  nahe- 
liegenden geometrischen  (iründcn 

LäO'B=  90"  -f-  i  C,        L  Ä (J'C  =  90«^  +  },  JJ, 

trägt  man  also  von  0'  aus  auf  die  Winkelhalbierenden  Geraden 
die  Strecken  0'A'=  BE  =  a',  0'B'=AB  =  h'  und  O'C" 
^  AB  =  c' ,  so  hat  man  die  drei  Projektionen  von  (/  der 
Grösse  und  Lage  nach.*) 

Sind  nun  die  Winkel  x'y\  x'z',  y'z'  durch  die  erwähnte 
Konstruktion  oder  durch  die  Formel  9)  bestimmt  und  ebenso 
die  Winkel  A,  ^a,  r  mittels  der  Formeln  7)  gefunden,  so  dienen 
die  Gleichungen  2)  zur  Konstruktion  der 
Projektion  jedes  beliebigen  Punktes  xyz, 
indem  man  auf  der  Linie  O'Ä  die  Strecke 
0'L'=x'  abschneidet,  durch  L'  die  Ge- 
rade L'Q'  O'B'  und  gleich  0'M'=\j' 
zieht  und  endlich  Q' P' =  0' N' =  z' 
parallel  zu  O'C  legt,  wobei  man  in  der 
Praxis  die  Berechnung  von  x',  y',  z' 
durch  den  Gebrauch  von  Massstäben  um- 
geht, deren  Einheiten  sich  wie  1  :  cos  X  :  cos  a  :  cos  v  verhalten. 
Man  ist  dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  alle  Ergebnisse  der  ana- 
lytischen Geometrie  in  einer  Ebene  graphisch  darzustellen. 

Die     gewöhnlichsten    Verhältnisse     sind    folsrende.      Für 


*)  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  das  Dreieck  ABC  oder  ein  ihm 
ähnliches  in  der  ursprünglichen  Figur  nachzuweisen.  Denken  wir  uns 
OL,  OM,  ON  bis  zu  ihi-en  Durchschnitten  L^,  31^,  K^^  mit  der  Pro- 
jektionsebene verlängert,  so  sind  L^M^,  L^N^,  -^^o-^o  ^^^  Spuren  der 
Ebenen  L03I,  LON,  MON,  und  nach  dem  bekannten  Satze,  dass 
die  Projektion  einer  Geraden  senkrecht  auf  der  Spur  ihrer  Normalebene 
steht,  ist  O'L'-i-  M^N^,  O'M'-i- L,^N^,  O'K'-^L^M^,  mit  einem  Worte, 
die  Geraden  0'  L\  O'M',  O' N'  sind  die  verlängerten  Höhen  des  Spuren- 
dreiecks L^M^Nf^.  Nennen  wir  U,  Y,  W  die  Fusspunkte  dieser  Höhen, 
so  sind  0'L\  O'M',  O'N'  die  Winkelhalbierungslinien  des  Dreieckes 
UVW  und  ausserdem  hat  man 

rW:  UW:  UV=^  a'*:  h'^-  :  c'\ 

wie  man  durch  eine  leichte  Rechnung  findet,  sobald  OL^  0M=  OX=(l 
und  O'L'  =  (('.  0'3I'  =  b',  0'N'=  c'  gesetzt  werden. 
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a'=h'^c'  erhält  man  die  sogenannte  isometrische  Pro- 
jektion, bei  welcher 

L  ix'y')  =  L  {x'z')  =  L  (y'z')  =  120«, 

A  =  u  =  v  =  35n5'52", 

cos  X  =  cos  ft  =^  cos  V  =  y;}  =  0,8165 . 

Nimmt  man  zwei  der  Linien  a,  &',  c'  gleich  und  giebt  der 
dritten  ein  beliebiges  Verhältnis  zu  jenen,  so  heisst  die  Pro- 
jektion dimetrisch;   eine  sehr  gewöhnliche  Wahl  ist 

«'=:  c',         &'=  4^  «', 
woraus  - 

L{x'y')  =  L{y'z')  =  131«24'30",         L{x'z')  =  97«!!', 

A  =  i;  =  19^28',  a  =  6P52', 

cos  A  =  cos  V  =  yi  =  0,9428,         cos  a  =  y}  =  0,4714. 

In  dem  allgemeinen  Falle  endlich,  wo  die  Grössen  a',  h',  c' 
von  einander  verschieden  sind,  erhält  man  die  sogenannte 
trimetrische   Projektion;  passende  Verhältnisse   hierzu   sind: 

sie  geben: 

^  (x'y')  =  1570  0',  L  {x's')  =  95«  11',  /.  {y'z')  =  1070  49', 

A  =  27«  31',  .u  =  60"  29',               v  =  9»  50', 

cos  A  ==  0,8868,  cos  ,a  =  0,4927,          cos  v  =  0,9853. 

Letzteres  Wertesystem  empfiehlt  sich  besonders  zum  Krystall- 
zeichnen;  in  der  vorigen  Figur  sind  seine  Verhältnisse  ein- 
gehalten. 

§  47. 

Projektioueu  von  Flächen. 

Denken  wir  uns  in  einer  beliebigen  Ebene  eine  will- 
kürlich begrenzte  Figur  von  bekannter  Fläche  s  gezeichnet, 
so  können  wir  leicht  deren  Projektionen  auf  drei  unterein- 
ander senkrechte  Ebenen  finden;  wir  wählen  nämlich  letztere 
zu  Koordinatenebenen,  nennen  a,  /3,  y  die  Stellungswinkel  der 
Ebene  von  s  und  bezeichnen  die  Projektionen  von  .>?  auf  die 
Ebenen  yz,  xz,  xy   der  Reihe  nach   mit  a,  h,  c;   es  ist  dann 

1)  a  =  s  cos  a,         h  =  s  cos  ß,         c  =  s  cos  y 
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und  dabei  sind  die  Projektionen  a,  b,  c  pcsitiv  oder  nej^ativ, 
je  nachdem  die  AViukel  a,  ß,  y  spitz  oder  stumpf  ausfallen. 
Die  Projektionen  von  .v  auf  irgend  eine  vierte  Ebene,  welche 
mit  der  Ebene  von  .v  den  Neigungswiidcel  -0-  l)ildet,   ist  femer 

2)  =  s  cos  # 

und  wenn  man  eosi)-  durch  die  Stellungswinkel  der  Ebene  .s- 
und  durch  die  Stelluugswinkel  A,  }i,  v  der  neuen  Ebene  aus- 
drückt, so  hat  man 

p  =  ^'  (cos  u  cos  A  -\-  cos  ß  cos  ^a  -f-  cos  y  cos  v), 
d.  i.  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1) 

2)  p  =  a  cos  l  -\-  h  cosfi  -\-  c  cos  v. 

Diese  bemerkenswerte  Formel  giebt  die  Projektion  einer  Figur 
auf  eine  beliebige  Ebene,  sobald  die  Projektionen  der  Figur 
auf  die  drei  Koordinatenebenen  bekannt  sind.  Hat  man  über- 
haupt verschiedene  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Figuren 
Sj ,  5o ,  s^  .  .  .  ,  deren  Projektionen  auf  die  Koordinatenebenen 

«1,    h^,    q;       a^,    62,    c.^-,       ag,    ^3,    c.^    u.  s.  w. 

heissen  mögen,  so  kann  man  die  Formel  2)  auf  jede  derselben 
anwenden  und  es  ergiebt  sich  durch  Addition  aller  so  ent- 
stehenden Gleichungen 

Ih  +  P2 -\-  Ps  +  Ih -\ 

=  («1  +  «2  +  «3  +  «4  H )  cos  A 

+  (h  +  h  +  h  +  h-\ )  cos }i 

+   (fl  +    f'2   +    f's   +    C4   H )  cos  V 

oder  kürzer 

3)  P  =  Ä  cos  ?.  -\-  B  cos  ^  -\-  C  cos  v] 

dabei  bezeichnet  Ä  die  Summe  der  Projektionen  aller  Figuren 
auf  die  Ebene  ys,  ebenso  B  die  Projektionssumme  auf  xz, 
C  die  Projektionssumme  auf  xy,  endlich  P  die  Projektious- 
summe  auf  die  vierte  Ebene,  deren  Stellungswinkel  A, 
fi,  V  sind. 

Die  Formel  3)  wollen  wir  benutzen,  um  die  vorhandenen 
Figuren  auf  drei  neue  untereinander  senkrechte  Ebenen  y'z', 
x  z\  x'y  zu  projizieren;  wir  haben  in  diesem  Falle  der  Reihe 
nach  zu  setzen: 
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P  =  Ä\       1  =  ix'x),       ju,  =  (x'y),       V  =  {x'z)\ 
p  =^B',      A  =  {ij'x),       u  =  (y'ij),       V  =  (y'z); 
P  =  C',       l  =  (/x),       ^  =  {B'y),       V  =  {z'z'y, 
es  entstehen  so  folgende  drei  Gleicliungen: 

IA'  =  Ä  cos  (x'x)  +  B  cos  (x'y)  -\-  C  cos  {x'z), 
B'  =  A  cos  ijj'x)  -\-  B  cos  (y'ij)  -\-  C  cos  (y'z), 
C'  =^  A  cos  (z'x)  -\-  B  cos  (z'y)  -\-  C  cos  (z'z). 

Betrachtet  man  umgekehrt  die  Ebenen  y'0',  x'z',  x'y'  als  die 
primitiven  und  yz,  xz,  xy  als  die  sekundären  Projektions- 
ebenen, vertauscht  also  die  accentuierten  Buchstaben  gegen 
die  gleichnamigen  nicht  accentuierten,  so  ist  entsprechend 

(  A=^  A'  cos  (xx')  -\-  B'  cos  (xy')  -\-  C  cos  (xz'), 

\  C  =  Ä  cos  (zx')  -\-  B'  cos  (zy')  -\-  C  cos  (zz'). 

Zwischen  den  Cosinus  der  neun  vorkommenden  Winkel  finden 
die  schon  in  §  21  unter  Nr.  2,  3,  5  und  0  erwähnten  Be- 
ziehungen statt,  mittels  welcher  man  sehr  leicht  zu  der 
folgenden  Relation  gelangt 

6)  yl'-  +  B''-  +  C'-^  =  A'  +  B-'  +  C'- 

hierin  liegt  der  bemerkenswerte  Satz,  dass  die  Quadratsumme 
der  Projektionen   aller  Figuren    auf   drei   untereinander    senk- 
rechte Ebenen    konstant    bleibt,    mithin    von    der  Lage   jener 
Ebenen  unabhängig  ist. 
Aus  Nr.  ())  folgt: 


7)  G'=yA^-\-B^-{-C^  —  Ä^  —  B"^ 

und  hier  erhält  C  offenbar  seinen  grössten  Wert  für  Ä  =  0 
und  B'=0,  was  letzteres  aus  dem  Grunde  möglich  ist,  weil 
Ä  und  B'  Aggregate  aus  einzelnen  Projektionen  sind,  die 
ebensowohl  positiv  als  negativ  sein  können;  der  Ausdruck 

8)  C'=yA^-fB^^C'- 

giebt  in  diesem  Falle  den  grössten  Wert  an,  welchen  die 
Gesamtprojektion  aller  F'iguren  auf  eine  Ebene  {x'y')  über- 
haupt erhalten  kann.  Um  die  Lage  dieser  Ebene  zu  bestim- 
men,   substituieren    wir    die  Werte    A' =  U,     />*' =  0    in    die 
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Gleichungen  5)  und  bezeichnen  die  Stelhingsvvinkel  der  Ebene 
x' y',   um   die   es  sich   nur  noch   handelt,   kurz  mit  «',  /3',  y' ] 
dies  giebt 
9)         A  =  C  cos  cc',       li  =  C  cos  /i',       C  =  C  cos  /, 

mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  8)  folgen  hieraus  die  Werte 

Ä 


101 


cos  a  =  — 


cos/3' 
cos  y' 


B 

C    ' 


und  damit  ist  die  Stellung  derjenigen  Projektionsebene  be- 
stimmt, für  welche  die  Summe  der  Projektionen  aller  ge- 
gebenen Figuren  ihren  Maximalwert  erreicht. 

Projiziert  man  dieselben  Figuren  noch  auf  eine  andere 
von  der  vorigen  verschiedene  Ebene,  deren  Stellungswinkel 
A,  fi,  V  sind,  so  hat  man  wie  früher 

P  ^  A  cos  k  -\-  B  cos  a  +  C  cos  v 
und  durch  Substitution  der  in  Nr  7)  angegebenen  Werte 

P  =  C"(  cos  a  cos  A  -\-  cos  ß'  cos  ^i  -{-  cos  y'  cos  v) 
oder  kurz 
11)  p  =  Ya^  +  52  +  C^  •  cos  0, 

wo  &  den  Neigungswinkel  der  beliebigen  Ebene  gegen  die 
Ebene  der  grössten  Projektioussumme  bedeutet.  Die  Glei- 
chimg  11)  lässt  unmittelbar  erkeimen,  dass  die  Projektions- 
summe P  für  alle  Ebenen  dieselbe  bleibt,  welche  gegen  die 
Ebene  der  grössten  Projektionssumme  denselben  Neigungs- 
winkel @  bilden.  Für  0  =  90^  wird  P  =  0,  also  ver- 
schwindet die  Projektionssumme  für  alle  zu  jener  Ebene 
senkrechten  Ebenen. 

§48. 

Die  perspekti\ische  Projektion. 

Es  sei  eine  feste  Ebene  OQ  und  vor  derselben  ein  fester 
Punkt  A  gegeben:   zieht  man  von  diesem  aus  nach  jedem  be- 
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liebigeii  hinter  der  Ebene  liegenden  Punkte  P  eine  Gerade 
AP,  welche  die  Ebene  in  einem  bestimmten  Punkte  IT 
schneidet,  so  heisst  bekanntlich  77  die  perspektivische 
Projektion    von    P    in    Beziehung    auf*   A    als    Projektions- 

centrum.  Wir  stellen  uns  nun 
die  Aufgabe,  die  Lage  von  77 
in  der  festen  Ebene  (Projektions- 
ebene) zu  finden,  wenn  die  Lagen 
von  A  und  P  gegen  jene  Ebene 
bekannt  sind. 

Die  Projektionsebene  OQ  sei 
die  Ebene  X2,  eine  durch  A  senk- 
recht zu  ihr  gelegte  Ebene  A'AA" 
die  Ebene  ys;  auf  dem  Durchschnitte  beider  Ebenen  (der 
^^- Achse)  wählen  wir  den  Koordinatenanfang  0  willkürlich 
und  legen  durch  ihn  die  Koordinatenebene  xy  senkrecht  zur 
;&- Achse.  La  Beziehung  auf  dieses  rechtwinklige  Koordinaten- 
system bezeichnen  wir  die  Koordinaten  von  A  mit  0,  OA'  =  g, 
OA"=h,  und  die  von  P  mit  OL^x,  LP'= — y,  P'P  =  z; 
sind  ferner  ^,  rj,  ^  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Geraden  AP,  so  haben  wir  als  Gleichungen  der  letzteren 


Ij 


y-\-  g 


I  +  /7,       t 


+  /^ 


und  daraus  erhalten  wir  für  >j  =  0  die  Koordinaten  von  77, 
welche  Oll'^i,,  n'n=t,  heissen  mögen.  Die  erste  Glei- 
chung liefert  unmittelbar  |,  die  zweite  l,  wenn  mau  den 
Wert  von  |  substituiert;   die  resultierenden  Formeln  sind: 


2) 


^      g  +  y' 


^       g  +  y 


Hieran  knüpft  sich  von  selbst  die  Bestimmung  der  Pro- 
jektion einer  beliebigen  geraden  oder  krummen  Linie. 
Man  hat  nämlich  in  diesem  Falle  zwei  Gleichungen  zwischen 
X,  y,  z\  verbindet  man  sie  mit  den  vorigen,  so  lassen  sich 
X,  y,  z  eliminieren  und  die  übrig  bleibende  Gleichung  zwischen 
I  und  t,  bestimmt  die  Projektion  der  Linie.  Einige  Beispiele 
hierzu  sind  folgende. 

Für  eine  Gerade  im  Räume  hat  man 
3)  y  =  Bx  +  h,         z=  Cx  -f  c, 
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mithin 

gx  _  inh-\-Cg)x-^bh-\-C(j 

^)  ^  —  Bx-\-  b-\-  g'        ^  '     Bx-\-b-\-  g 

und  durch  Elimination  von  x 

5)         1 B (e  —  h)  —  C {h  +  r/)]  ^  +  (h  +  //)  ^  =  ^'h  +  Cf,. 

Die  perspektivische  Projektion  einer  Geraden  ist  demnach 
wieder  eine  Gerade,  doch  findet  dabei  die  Eigentümlichkeit 
statt,  dass  die  letztere  Gerade,  insoweit  sie  wirklich  durch 
Projektion  entsteht,  nur  eine  endliche  Ausdehnung  erlangt, 
wenn  auch  die  ursprüngliche  Gerade  sich  hinter  der  Bildebene 
ins  Unendliche  erstreckt.  Giebt  man  nämlich  den  Formeln  4) 
die  Gestalt 


'  X  '  X 

und  lässt  X  ins  Unendliche  wachsen,  so  nähern  sich  |  und  ^ 
den  Grenzen 

und  nun  sind  die  endlichen  Grössen  |^,  ^^  die  Koordinaten 
der  Projektion  des  unendlich  entfernten  Endpunktes  der  ge- 
gebenen Geraden.  Da  ferner  in  den  Formeln  6)  die  Grössen 
b  und  c  nicht  mehr  vorkommen,  so  bleiben  |^  und  ^^  un- 
veränderlich für  alle  Geraden,  welche  durch  dieselben  B  und 
C  und  beliebige  h,  c  bestimmt  sind.  Geometrisch  heisst  dies: 
die  perspektivischen  Projektionen  eines  Systems  paralleler 
Geraden  vereinigen  sich  in  einem  Punkte  (|^^^);  jeder  solche 
Punkt  heisst  der  Fluchtpunkt  des  entsprechenden  Parallelen- 
systems. —  Sind  z.  B.  die  Geraden  in  der  xy -Ebene  enthalten 
und  senkrecht  zur  a;- Achse,  so  hat  man  B  =  ta.ii90^  ^  oc , 
C  =  0,   mithin 

L  =  o,     l^  =  M 

die  Projektionen  aller  in  der  xy-Ehene  auf  der  a;-Achse  senk- 
rechten Geraden  laufen  daher  im  Punkte  Ä' ,  dem  sogenannten 
Augenpunkte,  zusammen.  Liegen  zweitens  die  Geraden  in 
der  xy-Eheue  unter  einem  Winkel  von  45"  gegen  die  A-Achse, 
so  hat  man  B  =  tan45*'  ^1,  (7=0,  folglich 
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L  =  9^       L  =  M 

der  Fluchtpunkt  des  betreffenden  Parallelensystemes  befindet 
sich  also  auf  der  Geraden  Ä"Q  OL  in  der  Entfernung  g  vom 
Augenpunkte;  man  pflegt  ihn  den  Distanzpunkt  zu  nennen. 
Wenn  drittens  die  Geraden  die  Richtung  einer  Würfeldiagonale 
haben,  wie  dies  bei  perspektivischen  Schattenkon.struktionen  vor- 
kommt, sobald  man  sich  die  Lichtstrahlen  von  der  Linken  zur 
Rechten  einfallend  denkt,  so  gelten  die  Werte  JJ  =^  tan  45'^  =  1 . 
C  =  tan  135°  =  —  1,  woraus 

Als  zweite  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der  per- 
spektivischen Projektion  eines  in  der  a;?/ -Ebene  liegenden 
Kreises.     Mau  hat  für  diesen  Fall 

aus  den  Formeln  2)  erhält  man  wegen  s  ^  0 


^  =  i,-r,^      y 


und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Kreisgleichung 


^   '       2ah''l  —  2\c^-\-h{h-\-g)  —  c^']hl+[a^-^ir-  —  c-)h-  =  ^). 

Der  blosse  Anblick  dieser  Gleichimg  lehrt,  dass  die  Projektion 
im  allgemeinen  ein  Kegelschnitt  ist  und  zwar  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  h  -{-  q  grösser,  gleich  oder 
kleiner  als  c  ist.  Für  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der 
Projektion  findet  man  leicht: 

a{h  +  g)g  [ft (g,  +  ft)  _  c«] /^ 

'       (p  +  gY  —  c^''      ^         {b-\-gy  —  c^   ' 
bezeichnet    ferner    w    den    Winkel,    welchen    irgend    eine    der 
Hauptachsen  mit  der  a'- Achse  einschliesst,  so  erhält  man: 

,       f,      2  ah 

tan  J  CO-  Ä-.-[««  +  (fe  +  ^)*-c*]  • 

Dieser  Ausdruck  ist  für  den  Fall  einer  Ellipse  leicht  zu  kon- 
struieren;  bildet  man  nämlich  aus  den  Seiten 


ein   Dreieck   und    errichtet   die    zur  Seite  a    gehörende   Höhe, 
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so   teilt   letztere   die   Seite  a   in    zwei   Teile    uiul   zwar   ist   der 

an  der  Seite  ]/(7>  -\-  (fY  —  c*  liegende  Abschnitt 

_»»  +  (b  +  g)'-c'-7t» 
.,,  .                          A  —                   2^       -  , 

mithin  , 

tan  Jw  = .7  , 

woraus  eine  einfache  Konstruktion  für  w  folgt. 

Soll  die  Projektion  zu  einem  Kreise  werden,  so  muss  der 
Koeffizient  von  ^^  verschwinden  und  der  Koeffizient  von  |^ 
gleich  dem  von  t,"  sein;   diese  Bedingungen  lauten: 

a={),  h^  =  (r, -^  ]>f  —  rr. 
Die  erste  giebt  zu  erkennen,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
in  einer  Vertikalebene  (1/2)  mit  dem  Projektionscentrum  liegen 
muss;  die  zweite  Bedingung  enthält,  wenn  man  sich  (j  imd  h 
als  veränderlich  denkt,  den  bemerkenswerten  Satz,  dass  alle 
Projektionscentra,  von  welchen  aus  gesehen  der  gegebene 
Kreis  wiederum  als  Kreis  erscheint,  auf  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  liegen,  deren  Halbachse  c  imd  deren  Scheitel  der 
Koordinatenanfang  ist. 

Wir  haben  endlich  noch  zu  erörtern,  was  man  unter  der 
perspektivischen  Projektion  einer  Fläche  verstehen  soll. 
Denkt  man  sich  von  dem  Projektionscentrum  aus  an  die  Fläche 
alle  möglichen  Tangenten  gezogen,  so  bilden  diese  in  ihrer 
stetigen  Aufeinanderfolge  eine  Kegelfiäche;  letztere  wird  von 
der  Projektionsebene  in  einer  bestimmten  Kurve  geschnitten 
und  diese  muss  nun  als  perspektivische  Abbildung  der  ur- 
sprünglichen Fläche  gelten.  Um  hiervon  eine  Anwendung  auf 
die  Projektion  der  Kugelfläche  zu  machen,,  sei 

(^  -  a.)-  +  (1/  +  hf  +  {z  —  cf  =  Jr 
die  Gleichung  dieser  Fläche;  irgend  eine  durch  das  Projektions- 
centrum gehende  Gerade  wird  durch  die  Gleichungen 
9)  rj  =  P^  +  <j,  e  =  ^1  +  h 

ausgedrückt  und  berührt  die  Kugelfläche,  wenn  die  Bedingung 

erfüllt    ist,    wie    man   am    leichtesten   mittels   der  Bemerkung 
findet,  dass  der  Abstand  einer  Taugente  vom  Kugelmittelpunkte 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  LT.  •22 
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jederzeit  dem  Kugelhalbraesser   gleich   sein   muss.     Eliminiert 

man    P  und    Q   aus    den    beiden    letzten   Gleichungen,    indem 

man  die  Werte 

P  —  ^IZß  n  —  ^^^ 

^  "  ^     '       .    '^  ~    T 

in  Nr.  10)  einsetzt,  so  charakterisiert  die  neue  Gleichung 

1 1)  \=[a(ri-<j)  +  iff  +  ln^  +  [a{t-J')  +  (/(-c)|]^ 
(  +  [  (/,  _  ,.)  (>;  _  ^)  _  (fj  +  /,)  (e  -  h)J 

diejenige  Kegelfläche,  welche  ihren  Mittelpunkt  im  Projektions- 
centrum hat  und  ausserdem  die  gegebene  Kugel  berührt  (die 
projizierende  Kegelfläche).  Die  Gleichung  der  Kugelprojektion 
ergiebt  sich  hieraus  für  r,  =  0,  nämlich 

12)  =  [_  «^  +  (^  +  //)  ^f  +  [,,  (t  _  h)  +  (h  -  c)  ^f 

I        +[!/(/' -0 +  (.'/+?>)  a -ZOP- 

Diese  Gleichung  stellt  immer  eine  Ellipse  dar,  wenn  die  Kugel 
und  das  Pröjektionscentrum  auf  verschiedenen  Seiten  der  Pro- 
jektionsebene liegen,  und  wird  in.sbesondere  ein  Kreis,  sobald 
a  =  0  und  c  =  h  ist;  wenn  dagegen  die  Kugel  zum  Teil  oder 
vollständig  mit  dem  Projektionscentrum  auf  derselben  Seite 
der  Projektionsebene  liegt,  so  kann  je  nach  Umständen  die 
Projektion  der  Kugel  sowohl  eine  Ellipse,  als  auch  eine  Parabel 
oder  Hyperbel  sein. 


(j^     Fort,  Osmar 

5^1       Lehrbuch  der  analytischen 

j67     Geometrie 

190^ 
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